
РОССИЙСКАЯ АКАДЕМИЯ НАУК 
ИНСТИТУТ КРИСТАЛЛОГРАФИИ 

АКАДЕМИЯ НАУК БЕЛАРУСИ 
ИНСТИТУТ Ф И З И К И 

А.Ф.Константинова 
Б.Н.Гречушников 
Б. В. Бокуть 
Е. Г Валяшко 

ОПТИЧЕСКИЕ 
свойавА 
криадллов 

МИНСК 
«НАВУКА I ТЭХН1КА» 
1995 



УДК 548.0: 53 

К о н с т а н т и н о в а А. Ф., Г р е ч у ш н и к о в Б. Н., 
Б о к у т ь Б. В., В а л я ш к о Е. Г. Оптические свойства 
кристаллов.— Ми.: Навука i тэхн1ка, 1995.— 302 с.— 
ISBN 5-343-01642-1. 

в книге излагаются основные положения кристаллооптики ани-
зотропных сред. Основное внимание уделено описанию поглощающих 
и оптически активных кристаллов. Рассмотрены особенности иссле-
дования оптических свойств кристаллов с различными свойствами. 
Описаны методы определения оптических параметров кристаллов 
как в прошедшем, так и в отраженном свете. Отдельная глава по-
священа описанию электрооптики, пьезооптики, магнитооптики. При-
ведены примеры применения кристаллов в различных оптических 
устройствах. 

Книга рассчитана на научных работников и инженеров, зани-
мающихся вопросами исследования и применения кристаллов. 

Табл. 17. Ил. 86. Библиогр. 197 назв. 

Р е ц е н з е н т ы : 
д-р физ.-мат. наук В. Н. Любимов, 

канд. физ.-мат. наук 3. Б. Перекалина 

5480000000-000 
К Доп. 95 

М 3 1 6 ( 0 3 ) - 9 5 

© А. Ф. Константинова, Б. Н. Гречушнико», 
ISBN 5-343-01642-1 Б. В. Бокуть, Е. Г. Валяшко, 1995 



ПРЕДИСЛОВИЕ 

Электродинамика анизотропных сред вообще, и в том 
числе кристаллооптика, обладает рядом свойств, отли-
чающих ее от электродинамики изотропных сред, причем 
самым замечательным образом. 

Началом кристаллооптики как науки, несомненно, яв-
ляется открытие двупреломления кристаллов. За много-
вековую свою историю она обогатилась обнаружением 
эффектов первостепенной важности таких, как оптиче-
ская активность, электро-, магнито- и пьезооптика, нели-
нейными явлениями, а в последнее время и рядом других, 
например электро- и пьезогирацией. 

Развитие теоретических представлений в кристалло-
оптике оказало больщое влияние на развитие электроди-
намики в целом и в первую очередь принесло главные 
аргументы в пользу поперечности световых колебаний. 

Изложению основ кристаллооптики и специальных ее 
разделов посвящена богатейшая литература разных ав-
торов, начиная с классиков естествознания. 

Оптические свойства кристаллов описываются тензо-
рами материальных констант, поэтому в кристаллоопти-
ке традиционно использовался координатный подход. При 
этом, однако, многие сложные задачи оказываются свя-
занными со столь громоздкими вычислениями, что их 
зачастую просто не удается довести до конца, а некото-
рые, относящиеся к исследованиям свойств кристаллов, 
обладающих сочетанием анизотропных свойств, линей-
ных и циркулярных, вообще не поддаются обозримой 
формулировке. Особенно явственно неудобство коорди-
натных методов выступает при решении граничных за-
дач. Эти принципиальные затруднения были решены в 
работах Ф. И. Федорова, предложившего и детально раз-
работавшего совместно со своими учениками ковариант-
иый метод, в котором не используется какая-либо систе-
ма координат. 

Многолетний и широкий опыт использования кона-



риантного метода показал его необыкновенную эффек-
тивность, а во многих случаях и уникальность в решении 
самых сложных задач кристаллооптики. 

Тем не менее до сих пор в одних публикациях (*в ос-
новном теоретических) используется ковариантный ме-
тод, а в других (в основном экспериментальных)—коор-
динатный. Для выяснения особенностей проявления ряда 
эффектов оптической анизотропии в частных случаях 
ориентации кристаллов использовалось координатное 
представление. Однако для описания общих случаев, тем 
более когда речь идет о проявлении нескольких анизо-
тропных свойств (например, линейного и цирйулярного 
двупреломления), эффективным подходом является кова-
риантный, который широко используется в книге. 

Первые главы посвящены классической кристаллооп-
тике. Но они существенно отличаются от всех известных 
книг тем, что в них ведется изложение как традиционны-
ми, так и ковариантными методами. 

Основной объем занимают главы, посвященные опи-
санию наиболее сложных оптических свойств поглощаю-
щих и оптически активных кристаллов, поскольку во всех 
современных книгах этим разделам оптики уделено мало 
внимания. 

Отдельная глава посвящена параметрической кристал-
лооптике, описывающей электро-, пьезе- и акустооптику. 

Кроме описания оптических свойств кристаллов в 
книге приведены оптические константы некоторых кри-
сталлов, а также различные методы измерений, приме-
няемые Б кристаллооптике при исследовании кристаллов 
в отраженном и проходящем свете. 

Книга основана на курсах лекций, которые чит&лись 
на протяжении многих лет в Московском и Гомельском 
государственных университетах, а также на оригиналь-
ных исследованиях авторов. 

Хочется поблагодарить В. В. Филиппова и Н. С. Ка-
зака за большую помощь, оказанную при подготовке ру-
кописи к изданию. 

К большому сожалению, уже не смогут увидеть эту 
книгу мои соавторы Б. Н. Гречушников, Б. В. Бокуть и 
Е. Г. Валяшко. 

Л. Ф. КОНСТАНТИНОВА, 
д-р физ.-мат. наук, профессор 



Г л а в а 1 

ОБЩИЕ СООТНОШЕНИЯ КРИСТАЛЛООПТИКИ 

{.1. УРАВНЕНИЯ МАКСВЕЛЛА 

В электродинамике материальных сред обычно имеют 
дело с длинами воли, во много раз превосходящими меж-
атомные расстояния. Это в полной мере относится к 
электромагнитным волнам оптического диапазона. Поэ-
тому можно ограничиться приближением сплошной среды 
и рассмотрением величин, усредненных по физически 
малым объемам, включающим, однако, достаточно боль-
шое число атомов. Первые два уравнения 

rot Е = 
с dt 

ЩЛ) 
divB = О 

получаются из точных микроскопических уравнений Мак-
свелла путем замены напряженностей полей е, h на их 
усредненные значения Е, В. Макроскопические величины 
Е и В называют векторами напряженности электрическо-
го поля и магнитной индукции. Их физический смысл оп-
ределяется средней силой Лоренца 

F = f Е + — [vB] 
V с 

действующей на движущийся со скоростью v точечный 
заряд q. Еще одно уравнение получается путем усредне-
ния точного микроскопического уравнения 

, , 1 йе , 4jt ro th 1 pv. 
с dt с 

При этом требуется определить среднее значение pv и 
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связать его с величинами плотностей электрического и 
магнитного дипольных моментов Р и М. Вводя векторы 
электрической индукции D и напряженности магнитнрго 
поля Н: 

0 = Е + 4яР; Н = В —4яМ, (1.2) 

получаем вторую пару уравнений Максвелла 

, „ I до . 4л . 
ro tH = ;; 

с dt с 

divD = 4л р. 
(1.3) 

Здесь учтено наличие в среде зарядов и токов. Урав-
нения (1.1, 1.3), образующие систему уравнений поля 
макроскопической электродинамики, были предложены 
английским физиком Дж. Максвеллом в 60-х гг. XIX в. 
I 1 - 6 J . 

1.2. МАТЕРИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Ясно, что на движение зарядов в среде оказывают 
влияние поля Е и В, а поскольку электромагнитные свой-
ства материальных сред характеризуются наличием 
электрической поляризации Р и намагниченности М, то 
между векторами Р и М, с одной стороны, и Е и В, с дру-
гой, существует определенная связь: 

Р = Р (Е, В); 

М = М ( Е , В). 

Соотношения (1.2) означают теперь, что электриче-
ская индукция D и напряженность магнитного поля Н 
также определяются через Е и В: 

D = D(E, В); 

Н = Н(Е, В). 

В проводящей среде перемещение зарядов происходит 
под действием полей Е и В (сила Лоренца). Поэтому 
плотность токов проводимости j следует считать функ-
цией Е и В. Полагая скорости движения зарядов малыми 
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v/c<§;l, можно ограничиться учетом зависимости j толь-
ко от Е и полагать 

j = аЕ. 
Соотношения, связывающие между собой векторы Е, 

D, В, Н и ток проводимости j, называются материальны-
ми уравнениями или у р а в н е н и я м и с в я з и . Они 
дополняют уравнения Максвелла, вместе с ними обра-
зуют полную систему уравнений макроскопической 
электродинамики и позволяют определить основные ха-
рактеристики поля — векторы Е, Н, D, В в каждой точке 
пространства в любой момент времени, если известны 
источники поля р и j как функции координат и времени. 
Нахождение вида функций D(E, В) и Н (Е, В) требует, 
учета микроскопического строения среды и представляет 
весьма сложную задачу молекулярной оптики. В фено-
менологическом подходе, считая поля Е, Н малыми по 
сравнению с внутренними полями в среде, используют 
разложение векторов D и В в ряд и ограничиваются уче-
том конечного числа членов разложения. Следуя этой 
методике, с точностью до линейных по Е и Н членов за-
пишем 

Di = %ijEj + ацНу, Bi = + HijHy, и = ОцЕ,. 
(1.4) 

В связи с тем что спонтанная поляризация и намагничен-
ность среды предполагаются отсутствующими, в этих со-
отношениях опущены нулевые члены разложения. 

Наибольшее упрощение записи материальных урав-
нений достигается при использовании безиндексных мат-
ричных обозначений 

D = 8 E + a H ; B = pE-f|AH; j = оЕ. (1.5) 

Векторный характер величин Е, D, Н, В, j слева и 
справа этих равенств требует, как хорошо известно, что-
бы компоненты матриц е, а, р, ц, а преобразовывались 
при преобразовании системы координат по тензорному 
закону, а стало быть, матрицы е, а, р, ц, о представляют 
собой тензоры второго ранга. Магнитное поле по своей 
симметрии является аксиальным и описывается псевдо-
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векторами Н и В, компоненты которых меняют знак при 
преобразовании системы координат от правой к левой. 
Поэтому величины а и р должны быть в отличие от а, ц, 
о псевдотензорами. Формулируя линейные уравнения 
связи, мы пренебрегали в соответствующих разложениях 
членами, содержащими поля в степени выше первой. Од-
нако в ряде случаев при рассмотрении излучения боль-
шой интенсивности, создаваемого, например, лазерными 
источниками, такое приближение оказывается недоста-
точным и необходим учет следующих членов разложения. 
В простейшем случае, пренебрегая магнитными свойст-
вами среды, полагают В = Н, а материальное уравнение 
для электрической индукции записывают в виде 

Di = EuEj + yiijhEjEk + QimEjE„Ei, (1.6) 

где коэффициенты разложения тензоры (sij, хцк, dijki) 
считаются заданными характеристиками среды. 

Существенная особенность уравнения — его нелиней-
ность. Теперь полная система уравнений макроскопиче-
ской электродинамики наряду с линейными уравнениями 
Максвелла содержит и нелинейное уравнение связи и 
описывает электромагнитные процессы в средах под дей-
ствием излучения большой интенсивности (так называе-
мые нелинейные явления). 

Физический смысл материальных уравнений выяс-
няется, если с их помощью написать выражения для 
плотностей электрического и магнитного моментов сре-
ды: 

p = xF, + — L a H ; M = T i H - f — р Е , (1.7) 
4я 4я 

где X и Г) — тензоры, выражающиеся через в и следую-
щим образом: 

4я 
(1.8) 

4п 

(здесь / — единичный тензор). 
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Эти равенства отражают тот факт, что под действием 
электромагнитного поля возникают электрическая поля-
ризация и намагниченность среды. Тензоры х и т] опре-
деляют вклад электрического и магнитного полей соот-
ветственно в Р н М. Тензоры ХИТ] будем называть тен-
зорами электрической и магнитной восприимчивости 
соответственно. Псевдотензоры а и р характеризуют «пе-
рекрестные» магнитоэлектрические эффекты возникнове-
ния электрической поляризации под действием магнит-
ного поля и намагниченности под действием электриче-
ского поля. Такие явления могут наблюдаться, например, 
в среде, состоящей из молекул, обладающих одновре-
менно дипольным и магнитным моментами. Аналогичны-
ми свойствами обладают и среды, состоящие из молекул 
спирального строения. Наличие «магнитоэлектрических» 
эффектов, определяемых материальными уравнениями 
(1.4), не является преимущественной особенностью сред, 
состоящих из асимметричных молекул. Аналогичные 
особенности могут обнаружиться и в нецентросиммет-
ричных кристаллических средах. 

Намереваясь изучать электродинамику сред, мы 
должны считать векторы поля Е, Н зависящими от вре-
мени, и тогда и векторы индукции в материальных урав-
нениях в силу принципа причинности определяются по-
лем в прошлом и настоящем. Полагая уравнения связи 
линейными, запишем их в следующем общем виде: 

Рл(0= "KAB{t, t')XB{t')dt', (1.9) 

где К — вещественная блочная матрица 6X6: 

n\a{t, t'Y 

1РА(0] = D ( 0 
[В (О 

П 1 п 

; [Хл(01 = 
Е ( о 
Н(7) 

(1.10) 

Если свойства среды неизменны во времени, то ядро 
интегрального соотношения (1.9) может зависеть лишь 
от разности т = ^—f. Перейдем в формулах (1.9) к изоб-
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ражениям Фурье и положим Ха = Ха (®) е^'®', Рл = 
= Тогда для величин ХА(СО), FA(O)), соответ-
ствующих монохроматическому полю частоты будет 

6 
иметь место связь F A = 2 КАВ(Ю)ХВ, где через К А В ( ® ) 

В = 1 

обозначена совокупность оптических характеристик сре-
ды, являющихся комплексными функциями частоты: 

К л в И = \ (1.11) 
о 

Этим обусловлена зависимость оптических свойств среды 
от частоты — частотная дисперсия. 

В феноменологической кристаллооптике можно выде-
лить три класса ограничений, налагаемых на тензоры 
материальных постоянных среды: ограничения, выте-
кающие из обобщенного принципа симметрии кинетиче-
ских коэффициентов (принципа Онзагера), закон сохра-
нения электромагнитной энергии в непоглощающих сре-
дах и ограничения, являющиеся следствием симметрии 
кристаллической среды, важные при описании оптиче-
ских свойств конкретных кристаллов или кристалличе-
ских классов. Для применения принципа Онзагера ис-
пользуется следующая схема. Если изменение внутрен-
ней энергии в единицу времени можно представить в 
виде 

причем величины ХА И FA связаны линейными соотноше-
ниями 

(1-12) 
В=1 

то кинетические коэффициенты КАВ симметричны отно-
сительно перестановки индексов (Онзагер, 1931) 

Клв = Квл, (1-13) 
если соответствующие номерам А и В величины ХА И ХВ 
(или FA И FB) одинаково преобразуются при инверсии 
времени. Коэффициенты КАВ являются антисимметрич-
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ными, если соответствующие величины с номерами Л и В 
ведут себя неодинаково при инверсии времени (Казимир, 
1945): 

= (1.14) 

Особо следует рассмотреть случай, когда коэффи-
циенты Клв изменяются в результате внешних воздейст-
вий, которые можно определить величиной, изменяющей 
знак при инверсии времени. Например, при воздействии 
внешнего магнитного поля Н коэффициенты Клв(Н) за-
висят от Н и имеют место соотношения 

Клв (Н) = Квл ( - Н ) ; Клв (Н) = - К в л ( - Н ) . (1.15) 

Используя этот подход для матрицы [Клв] = 

получаем 

Е 1 а 

J 

е = е; р = fx; а = —р, (1-16) 

где ~ означает транспонирование. 
При воздействии внешнего магнитного поля имеем 

S(H) = e ( - H ) ; ii(H) = a(H) = - P ( - H ) . 
(1.17) 

(Зависимость от частоты подразумевается.) 
Обратимся теперь к ограничениям, связанным с за-

коном сохранения энергии. 
Будем исходить из уравнений Максвелла при наличии 

внешних, не связанных со средой зарядов (1.1) и (1.3). 
Умножая скалярно уравнения (1.1), (1.3) соответственно 
на Н и Е и вычитая из первого результата второй, полу-
чим 

1 

dt dt 1 с 
H r o t E — E r o t H + -

c 

Учитывая далее известное соотношение [7] 

div IEH] = H r o t E — Е r o t Н, получим 

div — [ Е Н 1 + — ( е - ^ + Н — - - E j . (1.18) 
4л 4я dt dt 
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Д л я выяснения физического смысла последнего ра-
венства рассмотрим систему внешних точечных движу-
щихся зарядов, полагая 

j = V (г — Га), 
а 

и Проинтегрируем выражение Ej по объему, занимаемому 
полем: 

{ Eidv = Г Е У e^VaS (г — Га) dv = 
а 

= 2 ^аЕ (Га) '̂а = 2 
а а 

Отсюда ясно, что / Ejdv есть не что иное, как работа, 
совершаемая полем над зарядами в единицу времени. 
Следовательно, Ej есть мощность, выделяемая полем в 
единице объема. Поэтому равенство (1.18) может быть 
истолковано как дифференциальная форма закона со-
хранения энергии электромагнитного поля в среде, где 

S = — [ Е Н ] (1.19) 
4я 

есть вектор плотности потока электромагнитной энер-
гии, а 

Q= J _ f E - ® (1.20) 
4л [ dt dt ) 4л dt . 

представляет скорость изменения электромагнитной энер-
гии в единице объема среды. 

В отсутствие внешних источников (/ — 0) закон сохра-
нения энергии запишется в виде 

4я { dt dt ) dt 
(1.21) 

где.и; = — ^ - ( E b + Н В ) . 
4л 

Для волновых движений понятие «плотность потока 
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энергии» впервые введено Умовым в 1874 г., но именно 
для электромагнитных волн и на основании уравнений 
Максвелла введено Пойнтингом в 1884 г. Поэтому вектор 
S справедливо называют вектором Умова—Пойнтинга. 

Рассмотрим среду, поглощающими свойствами кото-
рой можно пренебречь. Если рассматривать плоские мо-
нохроматические электромагнитные волны, то в среде 
без поглощения должно отсутствовать систематическое 
изменение плотности электромагнитной энергии. Это оз-
начает, что усредненное по времени выражение (1.20) 
должно обращаться в нуль. 

Вводя теперь комплексное представление вектора по-
ля, мы должны в усредненном выражении (1.20) произ-
вести замену (E+E*) и аналогично для Н, D и В, 

где звездочка означает комплексное сопряжение. Для 
векторов монохроматического поля, пропорциональных 
е х р ( — Ш ) , 

Q = (ED* + НВ* — E*D — Н*В), 
16п 

где учтено, что слагаемые, пропорциональные ехр {±:2Ш), 
при усреднении по времени обращаются в нуль. В шести-
мерных обозначениях (1,10) 

j ^ i 

или с учетом связи (1.12) 

Q = i l (ХЖл*в(о))Х| -Х1Клв(®)Хв) . 
1 fixr ^ 16л 

При отсутствии диссипации энергии в кристалле из 
требования обращения в нуль этого выражения следует 
условие эрмитбвости 

К1в(со) = Квл(®) (1.22) 

этой матрицы, составленной из тензоров материальных 
констант. Из этого условия получаем соотношения 
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е,̂ -(со) = ея И ; (со) = цу̂  И ; а * И = И - (1-23) 

Или в безиндексной форме 

е* (со) = 8 (со); ^i* (со) = [i (со); а * (ю) = р (со), 

где e*(co) означает тензор, эрмитовски сопряженный 
6(0)) [7]. 

Таким образом, в непоглощающей среде тензоры ди-
электрической и магнитной проницаемости являются 
эрмитовыми, а магнитоэлектрические псевдотензоры 
а(ш) ир(со) связаны соотношением (1.23). 

В среде без поглощения наряду с (1.23) должны вы-
полняться установленные соотношения (1.16). Оба усло-
вия (1.16) и (1.23) пр-иводят к веш,ественности и сим-
метричности тензоров диэлектрической и магнитной про-
ницаемости: 

8 = 8* = 8; 
(1.24) 

= jx* = 

Из соотношений (1.16) и (1.23) следует, что в непо-
глощающей среде псевдотензор а чисто мнимый: 

а* = —а. (1.25) 

Поэтому в материальных уравнениях для монохромати-
ческого поля целесообразно перейти к псевдотензору 
ia(co) (не меняя обозначения): 

D = е (со) Е + ia (со) Н; В = ц (со) Н — ia (ю) Е . 

В области частот, где можно пренебречь дисперсией 
среды, тензоры г, ii н а не будут зависеть от частоты. 
В этом случае материальные уравнения 

D = е Е 4 - tccH; В = цН — iaE ( 1 . 2 6 ) 

можно считать справедливыми не только для монохро-
матического поля, но и для поля с произвольной зависи-
мостью от времени [8, 9] . 
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1.3. ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ 

Исходные уравнения электродинамики справедливы и 
для произвольных неоднородных сред, так как основные 
величины, характеризующие среды, е, ц, о, а , могут быть 
произвольными функциями, включая и случай, когда эти 
величины меняются скачком, как это имеет место на гра-
нице раздела нескольких однородных областей, резко от-
деленных друг от друга некоторыми поверхностями. 
В этом случае для решения задач электродинамики нуж-
ны соотношения, определяющие поведение векторов D, 
В, Е, Н при переходе через поверхности, разделяющие 
различные среды, характеризуемые параметрами еь ць 
(Ть tt! и 62, Цг, СГ2, аг соответственно. Эти соотношения 
обычно получают из уравнений Максвелла путем пре-
дельного перехода от одной среды к другой, причем этот 
переход происходит непрерывно внутри тонкого слоя, 
прилегающего к поверхности раздела сред. 

Пусть К — кривая сечения поверхности раздела сред 
Р плоскостью, проходящей через вектор q,— нормаль к 
поверхности (рис. 1.1, а). Рассмотрим малый замкнутый 
контур L, расположенный частью в одной среде, 
частью — в другой с положительным направлением об-

1 

Рис. 1.1. к выводу граничных условий: 
а — для полей Е и Н; б — для полей D и 
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хода во второй среде (контур расположен в плоскости 
чертежа). Взяв интеграл от уравнения Максвелла (1.3) 
по поверхности, ограниченной контуром, и преобразуя 
его по теореме Стокса в интеграл по контуру, в предель-
ном переходе при стремлении толщины переходного слоя 
Aq к нулю, получим 

[Hiq] = [H„q], (1.27) 

где Н/, Н// — векторы напряженности магнитного поля в 
первой и во второй среде. 

Аналогично из уравнения Максвелла (1.1) получим 
такое же граничное условие для векторов Е/ и Е//: 

[Eiq] = [E„q]. (1.28) 
Таким образом, тангенциальные составляющие векторов 
напряженностей электромагнитного поля Н, Е остаются 
непрерывными при переходе через границу раздела двух 
сред. 

Уравнения Максвелла для индукций полей D и В 
также приводят к граничным условиям. Для этого необ-
ходимо рассмотреть цилиндр (рис. 1.1, б), частью распо-
ложенный в одной среде, а частью — в другой, с поло-
жительным направлением нормали во вторую среду. 
Интегрируя второе уравнение (1.3) по объему этого ци-
линдра и используя теорему Остроградского — Гаусса о 
преобразовании интеграла по объему в интеграл по по-
верхности и совершив предельный переход, устремив 
высоту цилиндра к нулю, получим 

( D i - D „ ) q = 0. (1.29) 
Аналогично из уравнения (1.1 ) имеем 

( B i - B „ ) q = 0. (1.30) 

Таким образом, нормальные компоненты векторов 
электрической и магнитной индукций остаются непре-
рывными при переходе через границу раздела двух сред. 

1.4. ПЛОСКИЕ МОНОХРОМАТИЧЕСКИЕ ВОЛНЫ 

Полное представление о характере зависимости каж-
дой из четырех величин Е, Н, D, В от координат и време-
ни может быть получено, если найти общее решение си-
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стемы уравнений (1.1), (1.3), исключая из уравнений 
Максвелла при р = 0 векторы Н, В, D. Используя извест-
ное из векторного анализа соотношение rot rot А = 
= graddivA—ДА, получим волновое уравнение для век-
тора напряженности электрического поля Е: 

A E - 3 L E = 0. (1.31) 

Точно такое же уравнение получается и для векто-
ра Н: 

ДН — 3 L h = 0 . (1.32) 

Рассмотрим волны простейшего вида, а именно та-
кие, для которых векторы напряженности Е и Н зависят 
только от одной прямолинейной координаты ^ и от вре-
мени. Векторы Е, Н имеют в каждый заданный момент 
времени постоянные значения во всех точках плоскости, 
перпендикулярной к п, единичному вектору направления, 
вдоль которого происходит изменение переменной ^ = п г 
(г — радиус-вектор пространства). Такие волны назы-
ваются плоскими. Для любой компоненты полей Ей Hi 
таких волн будем иметь уравнение 

= (1.33) 
dl^ с̂  df" 

Решая его методом разделения переменных /) = 
= / i (?) f2(0 [7]. получим в общ,ем случае, что 

где k = — yeji, ш и б — некоторые постоянные, 
с 

Так как непосредственный физический смысл имеют 
только веш,ественные поля, мы должны считать / = 
= Лсо8((о/—km). Отсюда видно, что величина со носит 
характер частоты монохроматической волны, а б — фа-
зовой постоянной. Скорость перемещения поверхности 
равных фаз, т. е. фазовая скорость волны в среде 

у = с/"1/ё]1. (1.35) 
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Отношение скорости электромагнитной волны в ва-
кууме к ее фазовой скорости называется показателем 
преломления электромагнитной волны ' 

n = (1.36) 
Отсюда 

й = со/и = 2nvlv = 2n/Tv = 2n/l, (1.37) 

k — волновое число; Т определяет продолжительность 

полного гармонического колебания; —частота; 

к — длина волны, расстояние, на которое перемещается 
поверхность равных фаз за время одного периода. 

Подставляя выражения (1.34) в уравнения Максвел-
ла для свободного поля (1.1), (1.3) при р = 0, получим 

[кЕ] = — В , кВ = 0; (1.38) 

[кН] = - — D , kD = 0. (1.39) 
с 

Равенства кВ = 0, kD = 0 являются следствиями пер-
вых уравнений (1.38), (1.39), поэтому независимыми 
являются лишь они. Эти уравнения можно переписать в 
более простой форме, если ввести в рассмотрение так 
называемый вектор рефракции m с помош;ью соотноше-
ния к = m {6] (к — волновой вектор): 

с 
В = [тЕ], 

(1.40) 
D = — [тН]. 

Длина вектора рефракции равна показателю преломле-
ния п, так что можем записать m = nn, где п — единичный 
вектор волновой нормали (п2=1). 

С помощью вектора рефракции выражение для фазы 
волны можно записать в виде 

Ф = с о ( — m r - Л . (1.41) 
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Из соотношений (1.40) следует, что только векторы 
В и D плоской монохроматической волны являются попе-
речными. Поперечность векторов Е и Н, вообще говоря,, 
не является обязательной. 

1.5. ПОЛЯРИЗАЦИЯ СВЕТОВЫХ ВОЛН 

Как уже было сказано в 1.4, световая волна харак-
теризуется помимо ее частоты ю и направления п распро-
странения еще и комплексными векторными амплитуда-
ми Ео, Но, Do и Во, определяющими, как говорят, ее по-
ляризацию. Термин поляризация света введен Малюсом 
в 1808—1810 гг. 

Рассмотрим изменение векторов поля плоской гармо-
нической векторной волны в соответствии с уравнениями 
(1.40). Поскольку выражения для всех векторов поля 
одинаковы, можно ограничиться рассмотрением одного 
из них, например вектора р. 

Напишем выражения для Е в компонентах: 

= (1.42) 

Здесь Box = E^y = Еог = «зб'^'; ^i, «2, ^з — 
вещественные положительные числа; А ,̂ А ,̂ Д3 —фазовые 
постоянные. Вещественные части компонент вектора Е, ко-
торые только и имеют физический смысл, назовем т), 

I = Oi cos (ф + Ai); 

Т] = ОгСОЗ (ф-f Да); (1-43) 

^ = «3 cos (ф -f A3). 

Эти уравнения есть параметрические уравнения кри-
вой в пространстве (параметр ф). Легко проверить, что 

sin(A2 —Аз) ^ ^ sin(A3 —Ai) ^ ^ sin(Ai —Аз) 

«2 «3 
(1.44) 

т. е. конец вектора Е ( вещественная часть), описы-
вает кривую в плоскости, перпендикулярной п, которая и 
определяет в общем случае поляризацию световой волны. 

Если совместить ось 2 с волновой нормалью, то ^ = 0 . 
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Для определения вида кривой | = aiCos(9+Ai) , 1̂  = 
= а2С05(ф+А2) исключим отсюда параметр ф, тогда по-
лучим , 

J L + = s i n ^ A , (1.45) 
fli йг CLiCii, 

где А = А-г — А .̂ 
Поскольку s ^ f l i , ц^а2, т. е. I и ц ограничены по ве-

личине, то это уравнение второго порядка есть уравнение 
эллипса, т. е. в самом общем случае световая волн^ мо-
жет быть поляризована эллиптически и, в частности, 
циркулярно и линейно. 

Форма {b/a = tgy) и ориентация % эллипса поляриза-
ции, как это делается в аналитической геометрии, опре-
деляются соотношениями: 

(1.46) 

b̂  = - 1 . + al - V (fl? + alf - 4ai a\ sin^ A]; 

tg2x = —о ^ % cos A, sin2Y = —2-i—g-^mA, 
al — «2 Й! + «2 

где а , Ь — полуоси эллипса; % — угол, который большая 
его полуось образует с осью х (азимут) (рис. 1.2). 

Если ввести вспомогательный угол а так, что tg а = 

(6/a = tg y), то яз (1.46) получим две простые 

формулы [10]: 
tg 2Х = tg 2а cos А; 

(1.47) 
sin 2у = sin 2а sin А, 

и как их следствие еще две полезные формулы [10]: 
cos 2а = cos 2Х cos 2у; 

(1.48) 
tg 2y = sin 2Х tg А, 

которые можно назвать обратными. 
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Вид поляризации можно определить, используя век-
тор электрического поля волны, заданный в комплексной 
форме: 

Е, = E.J'' = 

(1.49) 
Ey = E.J" = 

Компоненты Ex, Ey образуют вектор, введенный Джон-
сом в 1941 г. и называемый вектором Джонса. 

Рис. 1.2. Представление эллиптического колебания в координатном, 
ковариантном видах и с помощью параметров Стокса: 

ai = 1, 02 = 0,5, Л = — 30°, г = r'-\-ir"= 0,433 — Ю,25 (г" < О—свет 
поляризован влево); = = E = Ei + iE2, E j = 
= ie'4', Еа = ; а = 1 , 0 9 4 ; 6=0 ,228 : 7 = 1 1 , 7 9 ° , х = 2 4 , 5 5 ° ; 
/ = 0 , 6 2 5 , Л г = 0,375, С = 0,433, 5 = — 0 , 2 5 или в приведенном виде: 

/ = 1 , Х = 0,6, К = 0,693, Z = — 0 , 4 

Введем отношение комплексных амплитуд 

Тогда из (1.46) находим 

а^ 1 + И ' + У ( 1 + И Т + ( ' • - ' • * 

t g 2 X = 
r + r* 
1 - l r P 

sin 2у = — t • 

(1.50) 

(1.51) 
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Описание поляризации световых волн с помощью 
параметров агМь А и комплексного отношения г связано 
с выбором системы координат и изменяется при переходе 
от одной к другой довольно сложным образом, хотя оче-
видно, что параметры поляризации (форма и положение 
эллипса поляризации) от выбора системы координат, ра-
зумеется, не зависят. Этот недостаток преодолевается в 
полностью инвариантной (независимой от выбора систе-
мы координат) векторной форме, предложенной Ф. И. 
Федоровым [6]. Комплексную векторную амплитуду с 
компонентами Eqx, Есу, ^oz можно представить также и в 
виде Eo=Ei+tE2, где Еь Ег — вещественные векторы. 
Полный вектор электрического поля E = Eoe'f, а его ве-
щественная часть равна 

НеЕ = Е = Е1С05ф — E2sincp = R. (1-52) 

Это уравнение и есть уравнение кривой поляризации в 
векторно-параметрической форме. С помощью соотноше-
ний [REi] = [EiEalsin ф, [REa] = [EjEa] cos ф получаем 
уравнение эллипса поляризации 

[ R E i f - f [RE,p = [EiE^r. (1.53) 

Максимальное и минимальное значения радиуса-вектора 
R равны соответственно его большой и малой полуосям 
ah-. 

а^ = [Е? + + ElY - 4 (Е^Е,)^]; 

(1.54) 

= ^ [Е? + El - V{E] + Elf 4 (Е,Е,)^]. 

Из аналитической геометрии следует, что векторы Ei, Ег 
есть сопряженные полудиаметры эллипса колебаний, ко-
торыми он однозначно определен (и по форме, и по поло-
жению). 

Поляризацию световой волны можно описывать и с 
помощью векторной амплитуды Ео, и не переходя к ее 
представлению в виде линейной комбинации векторов Ej, 
Ег. Так как 

R = pEi + (1.55) 
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ТО уравнение эллипса колебаний (1.53) можно предста-
вить в виде 

ItREolP = |[ЕоЕо*]Р 
4 

(1.56) 

Rn 
J _ 
2 V J M L F 

Т Г " + 1 / ~ ° Е Г / 
(1.57) 

Rmin ~ 
1 p* 
- t o 

с таким же успехом можно пользоваться и полным 
вектором Е, так как в уравнениях (1.53), (1.56), опреде-
ляющих форму и положение эллипса поляризации, фазо-
вый множитель не играет роли. Легко видеть, что 
умножение вектора Е на произвольное комплексное чис-
ло не меняет ни форму, ни положения эллипса колеба-
ний, а только его размеры. 

Как видно из параметрических представлений эллип-
сов поляризаций, конец вектора Е при возрастании фазы 
Ф может описывать эллипс в двух различных направле-
ниях (в зависимости от разности фаз А) по и против ча-
совой стрелки. Исходя из этого, различают правую или 
левую поляризацию эллиптической волны. По традиции 
считают волну правой, если при наблюдении навстречу 
световой волне вектор Е обращается при возрастании 
фазы ф по часовой стрелке. Так, при s i n A > 0 мы имеем 
правую волну (если правая система координат). 
Этому соответствует условие I m / - > 0 и i n | E E * | > 0 . Та-
ким образом, и для направления обхода мы имеем инва-
риантное условие и теперь полностью закончено описа-
ние поляризации световых волн в бескоординатном виде. 

В частных случаях при линейной поляризации sin Д = 
= 0, А==/п, ; = + ± 2 , имеем i l f a i± r \ f a2 )^=0 , т. е. эл-
липс поляризации вырождается в прямую. Вектор Е из-
меняется параллельно диагонали прямоугольника, пост-
роенного на ai, а2. Это направление и называют направ-
лением колебаний. В терминах комплексного отношения 
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(1.58) 

г, если ввести комплексный угол тЭ- так, что 1д 'в '=г [7]: 

г = t g О = t g + i ^ " ) = 

~ sin^ cos^^ ' ch^^" ' 

TO линейной поляризации соответствует 0" = 0, •& = •&*, 
r = t g r , 

Если пользоваться инвариантным представлением 
поляризации световых волн, то условием линейной поля-
ризации является [Е1Е2] =0 , т. е. E2 = pEi {р может при-
нимать значения О и оо, что дает либо £2 = О, либо Ei = 
= 0) или [ЕЕ'] = 0 . 

Для циркулярной поляризации, когда эллипс колебаний 
вырождается в окружность, условия записываются в виде 

cosA = 0, Д = / - | - , / = 0, ± 1 , ±2, ..., либо = 

= +00 , 0 = + too , г = ± t , либо Е1Е2 = El —-EI, либо 
Е" = E * ^ 

Вектор Джонса или полный электрический вектор 
световой волны удобно использовать при сложении или 
разложении когерентных эллиптических колебаний Е^, 
Efl, так как вектор суммы равен сумме векторов 

Ео = Е ; - | - Е ; . (1.59) 

Примеры разложения и сложения эллиптических ко-
лебаний, которые будут использоваться в дальнейшем, 
приведены на рис. 1.3, 1.4. 

Поляризацию световых волн геометрически й очень 
наглядно представляют с помощью сферы Пуанкаре. 
Этот метод был предложен Пуанкаре в 1892 г. [ И ] . Эл-
липтическое колебание с параметрами у и ^ изображают 
точкой на сфере с координатами 2у (широта) и 2% (дол-
гота) (рис. 1.5). Легко видеть, что точкам на экваторе 
соответствуют линейно поляризованные волны (у=0» i> = 
= 0), точкам полюсов — циркулярно поляризованные 
волны с противоположным направлением обхода у = 

= ±—, а=^Ь. Обычно радиус сферы равен единице, иног-
4 

да его считают пропорциональным интенсивности света. 
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Если радиус сферы принимается равным единице, то лю-
бая точка на сфере имеет следующие значения в декар-
товой системе координат [11]: 

X = cos2vcos2X; 
Y = cos 2у sin 2Х; 

Z = sin 2у. 
Откуда имеем 

tg 2% ^ Y/X-, sin 2y = Z. (1.60) 

Для описания эллиптической поляризации исполь-
зуется также метод Стокса, предложенный в 1852 г. Д л я 
описания вводится вектор Стокса {/, М, С, 5}, парамет-
ры которого характеризуют интенсивность и поляриза-
цию пучка света [11]: 

М = {al — al) \ 
(1.61) 

С = < 2а^ау cos Д > ; S = { 2а^ау sin Д > . 
Знак < > означает усреднение по времени. Пара-

метр / называется интенсивностью, а параметры М, С, 

I = {0.1 + 4 ) -

Рис. 1.3. Разложение эллиптического колебания д: = s i n T , у = 
= 0 , 5 sin (т—30): 

а — н а два циркулярных с радиусами 0,661; 0,433; б -—на линейное 
A; = l , 258s inT , i / = 0 , 4 3 s i n - r и циркулярное х = — 0 , 2 5 sin т, у= 

= — 0 , 2 5 COST 
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S — соответственно параметрами преимущественной го-
ризонтальной поляризации, поляризации под углом 45° и 
правоциркулярной поляризации. Если свет полност;ью не-
поляризован, то M = C = S = 0. Если же полностью поля-
ризован, то 

= М^ + С^ + 
В этом случае параметры М, С, S соответствуют величи-
нам X, Y и Z, используемым в методе сферы Пуанкаре. 
Отношение полуосей эллипса поляризации {b/a = {gy) и 
ориентация эллипса по отношению к оси х (т. е. угол х) 
с помощью параметров Стокса находятся из соотноше-
ний 

1 + Vm" + с^ м 

Рис. 1.4. Сложение эллиптических колебаний со скрещенными осями: 
I — . * ' = s i n T , I / ' = 0,5sin (т —30) ; I I — х" = — 0,5sin (т + 30), 

у" = s i n t ; I I I - У 
(1,57)2 ' (0,137)? 

= 1 
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Если компоненты вектора Стокса разделить на I, то по-
лучим нормированный вектор Стокса, который также ис-
пользуется в расчетах. 

Физический смысл параметров Стокса выясняется 
при помощи следующего мысленного эксперимента [11]. 

Пусть имеется набор фильтров Fi, F^, Fz, F^ с различ-
ными свойствами. Каждый фильтр пропускает половину 

|-+ЗГ/4 

y = -jr/4 

Рис. 1.5. Представление эллиптических колебаний на сфере Пуанкаре 
(пример с рис. 1.2: 

2Y = 23,6°; 2Х = 49,1°) 

падающего на него неполяризованного излучения. 
Фильтр F\ одинаково влияет на любой падающий на не-
го луч независимо от его поляризации, т. е. f i изотропен, 
фильтр Fi непрозрачен для света с вертикальным на-
правлением колебаний, фильтр F^ полностью поглощает 
свет с направлением колебаний под углом 45°, фильтр F^ 
не пропускает левоциркулярный свет. Интенсивности 
прошедшего через фильтры света обозначим Vi, V2, V3, 
Vi, тогда 

/ = VV, M = 
(1.63) 
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Т а б л . 1.1. Векторы Стокса и Джонса для различных форм 
поляризованного света [ И ] 

Эллипс 
Параметр Нормированный вектор ^ 

поляризации 
Z, град Ыа Стокса Джонса 

Общий слу-
чай линей-
ной поля-
ризации 

О 

90° 

45° 

-45 

Произ-
воль-
ный 

90° 

1/2 

{1, 1, О, 0} 

{1, - 1 , О, 0} 

{ 1 . о , 1 , 0} 

{ 1 . о, - 1 , 0} 

{1, cos2x , sin 2%, 0} 

{1, О, О, 1} 

{1, О, О, - 1 } 

{1; 0,6; 0; 0,8} 

{1; —0,6; 0; 0,8} 

Ж 
2 1 

У 2 
2 

V 2 
2 

V 2 
2 

V 2 
2 

2 y g " 
2 

2 V 5 

cos X 

L SINX 

— i 

I 

1/2 

-«•/2 
1 
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Продолжение табл. 1 • 1 

Эллипс 
поляризации 

Параметр 

X, град Ыа 

Нормированный вектор 

Стокса Джонса 

Общий слу-
чай эллип-
тической 
поляриза-
ции 

Неполяризо-
ванный 
свет 

Общий слу-
чай частич-
ной эллип-
тической 
поляриза-
ции 

Произволь-
ные 

1 

cos 2у cos 2х 

cos 2у sin 2 i 

sin 

{1, О, О, 0} 

е 2 cos 

е 2 sinx 

Произволь-
ные X 

Нет 

Нет 

X 

+ ' 
Д) 

^(2ахау sin Л) 

Типичные векторы Стокса и Джонса для различно поля-
ризованного излучения приведены в табл. 1.1 [ И ] . 

Представление характера поляризации вектором 
Стокса дает возможность описания и частично поляризо-
ванного излучения. Исходя из физического смысла пара-
метров Стокса, ясно, что полностью деполяризованному 
излучению соответствуют нулевые значения параметров 
М, С, 5. PlHTCHCHBHocTb излучения по-прежнему будем 
считать равной / . Частично эллиптически поляризован-
ное излучение будет тогда представлено суммой двух не-
зависимых лучей, один из которых эллиптически поляри-
зован с параметрами тИ, С, 5 и интенсивностью р/, а дру-
гой полностью деполяризован с параметрами (1—р)1, О, 
О, 0: 

(1.64) 

I 1р ( 1 - р ) / 

м — м + 0 

с с + 
0 

S S 0 
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Здесь мы должны считать Это из-
лучение можно представить и в виде суммы двух эллип-
тических колебаний: 

1 + Р 
2р 

1р 

М 
С 
S 

1 - р 
2р 

!р 
- М 

— С 

— S 

(1.65) 

Эллипсы поляризации световых пучков с параметра-
ми М, С, 5 и —М, —С, —S имеют одинаковую форму, 
скрещены и обходятся в противоположных направле-
ниях. Точки на сфере Пуанкаре, которые их изображают 
(им отвечают), лежат на противоположных концах диа-
метра сферы. Такие колебания можно назвать взаимно 
ортогональными. Если выбрать простейший случай час-
тично линейно поляризованного света, то его можно 
представить как два независимых (некогерентных коле-
бания) , полностью поляризованных пучка света с верти-
кальными и горизонтальными направлениями колебаний 

с интенсивностями А = и В = -—— : 

1 + Р 

2р 
+ 1 - р 

2р 

Р 
-Р 
О 
О 

(1.66) 

Если, как принято по определению, степенью поляри-
В 

зации считать отношение , то оно как раз и ока-
А+В 

зывается равным р, т. е. в таком представлении частично 
линейно поляризованного света величина р есть степень 
его поляризации. 

1.6. ДИЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ ПРОНИЦАЕМОСТЬ КРИСТАЛЛОВ 

В анизотропных средах связь между индукцией и на-
пряженностью электрических и магнитных полей уста-
навливается полярными тензорами второго ранга ди-
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электрической и магнитной проницаемостями 8,fe((o), 
(Xift (ю): 

= В^ = г̂̂ ьН ,̂ (1.67) 
(по повторяющимся индексам подразумевается суммиро-
вание). Обобщенный принцип симметрии кинетических 
коэффициентов Онзагера требует симметричности тензо-
р о в Eih И JIIFE [ 4 ] : 

= (1.68) 
При этом предполагается, что тело не находится во 

внешнем магнитном поле. В немагнитных кристаллах 
считаем jiih = l. Повторив для анизотропного случая вы-
числение электрических потерь, найдем, что они даются 

выражением ( е , * — П о э т о м у в отсутствии 
8я 

р* _ ^ih — поглощения в прозрачных средах должно быть 
= Eki = s.ih, т. е. тензор диэлектрической проницаемости 
должен быть еще и вещественным. 

Вспомним теперь, какие условия налагает симметрия 
на вид полярного симметричного тензора второго ранга 
[6]. Во-первых, компоненты такого тензора не изменяют-

ся при преобразовании инверсии, поэтому из всех 32 
классов точечной симметрии кристаллов нужно рассмат-
ривать только 11, обладающих центром симметрии. 
Дальнейшее уменьщение числа рассматриваемых клас-
сов получается благодаря тому, что вид симметричного 
тензора Вги одинаков для всех классов, имеющих оси сим-
метрии порядка 3, 4, 6. Для кристаллов кубических клас-
сов тензор Eih превращается в скаляр. В результате 
остается пять различных форм тензоров для кристаллов 
различных кристаллографических сингоний 

Сц 42 1̂3 Вц «12 0 ВЦ 0 0 

2̂2 2̂3 622 0 0 8 22 0 
1̂3 2̂3 ЁЗЗ 0 0 ®зз 0 0 3̂3 

ец 
О 
О 

О 
О 

^33 

ец 
О 
О 

(1.69) 
О О 

ец О 
О ец 
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В их обычно Принятой установке (физической системе ко-
ординат) . 

Как и всякий симметричный вещественный тензор 
второго ранга, тензор ега путем надлежащего выбо'ра ор-
тогональной системы координат может быть приведен к 
диагональному виду с главными значениями ei, ег, бз, 
причем вследствие симметричности тензора Sik его глав-
ные значения суть вещественные величины. Физический 
смысл диэлектрической проницаемости требует, чтобы 
они были положительными и большими единицы. . 

Особенно наглядно свойства симметрии тензора про-
являются при рассмотрении вида тензорных поверхнос-
тей. Рассмотрим поверхность ге~'г = 1. В общем случае 
характеристическая поверхность—трехосный эллипсоид, 
уравнение которого может быть приведено к канониче-
скому виду 

4 / е , + 4 / 8 з = 1. (1.70) 

Направления координатных осей такой системы назы-
ваются направлениями главных осей тензора, а величи-
ны б1, 82, Бз — главными значениями тензора е,/,,. В слу-
чаях триклинной, моноклинной и ромбической сингоний 
характеристическая поверхность есть трехосный эллип-
соид с тремя главными значениями; для тригональной, 
тетрагональной и гексагональной сингоний — эллипсоид 
вращения ei = e2=eo, 83 = e .̂ Наконец, в случае кубической 
сингонии эллипсоид вырождается в сферу (61 = 62 = 63 = 
= ео). Соотношение вида (1.70) называется уравнением 
оптической индикатрисы. 

В кристаллооптике рассматриваются и другие опти-
ческие поверхности, о чем подробно излагается, напри-
мер, в книге Шубникова А. В. [10]. 

Тензорный характер уравнений связи в анизотропных 
средах ведет к значительным, а в случае поглощающих 
кристаллов и к принципиальным трудностям в построе-
нии кристаллооптики. Дело заключается в том, что за-
дание компонент тензора eift и обязательно связано с 
выбором системы координат. При переходе к другой си-
стеме компоненты тензоров преобразуются довольно 
сложным образом, и только в главной системе координат 
тензор (скажем, Sik) приобретает наиболее простой диа-
гональный вид. С другой стороны, граничные задачи, 
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описывающие явления преломления, отражения и про-
хождения света, например в кристаллических пластинках, 
естественно, наиболее просто решаются при выборе сис-
темы координат, связанной с их границей, которая в об-
щем случае вовсе не совпадает с главной системой коор-
динат тензора Вг̂ . Все это заставляет искать методы, не 
связанные с выбором систем координат,— бескоординат-
ные методы. Такие методы были в кристаллооптике впер-
вые развиты Ф. И. Федоровым [6] и привели к полностью 
ковариантному (инвариантному по отношению к преоб-
разованиям координат) построению оптики анизотроп-
ных сред. Такой общий метод обеспечивает и общность 
получаемых реаультатов. Для этого прежде всего надо 
найти ковариантный метод представления тензоров вто-
рого ранга. Такое описание достигается в прямых мето-
дах тензорного исчисления введением тензоров простей-
шего вида — диад [7]. 

Пусть нам заданы два вектора а, Ь. Диадой, построен-
ной на этих векторах, называется а-Ь с компонентами 

ахЬх ахЬу ахЬг 
«уЬх йуЪу ауЬг 
azbx а,Ьу 

(1.71) 

(скалярное произведение векторов пишем без точки аЬ, 
диадное с точкой а-Ь) . Легко проверить, что компоненты 
диады при преобразованиях координат действительно 
преобразуются тензорным образом. 

Рассмотрим теперь тензоры диэлектрической прони-
цаемости для кристаллов различных классов, используя 
диады. 

Различные виды кристаллов характеризуются прису-
щими им элементами симметрии. Наличие какого-либо 
элемента симметрии означает, что при осуществлении со-
ответствующего ему преобразования структура кристал-
ла не изменяется, т. е. все свойства кристалла должны 
быть инвариантны по отношению к данному преобразо-
ванию симметрии. Преобразования симметрии V могут 
быть представлены соответствующими матрицами или 
операторами, инвариантные выражения для которых 
имеют вид: 

•J 1,111 (.71! 
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а) инверсия: 
С - - 1 ; (1.72) 

б) отражение в плоскости с единичным вектором к 
ней: 

/ 7 = 1 - 2 с - с ; (1.73) 

в) вращение на угол щ = 2п1к при k = \, 2, 3, 4, 6 во-
круг единичного вектора с: 

Lft ==с-с + сх sin9fe + (1 — с-с)со5фь. (1-74) 

Здесь точка между векторами с означает их прямое 
(диадное) произведение, так что, например, диада а -Ь 
через компоненты векторов а и b определяется следую-
щим образом: (а-Ъ)^ — йф/. В частности, в прямоуголь-
ной системе координат а, Ь, с только (а-Ь) 12= 1, а все ос-
тальные компоненты равны нулю. Аналогично для диады 
с-с, единственной не равной нулю, будет компонента 
(с-с)зз= 1 и т. д. 

В (1.74) сх — антисимметричный тензор, дуальный 
вектору с, образованный из компонент вектора с: 

сх = 
о —Cs Са 
Сз О —Ci 

-С2 Ci О 
сх = - с х . (1.75) 

Преобразования (1.72) — (1.74) относятся к группе 
ортогональных преобразований и поэтому обладают об-
щим свойством: 

^ = 1^1= ± 1 , • (1.76) 

причем знак минус в последнем равенстве относится к 
случаю, когда преобразование симметрии содержит от-
ражение. 

Пусть ai, аг, аз — единичные ортонормированные век-
торы, в системе координат х, у, z которой е приведен к 
диагональному виду. Предположим, что кристалл 
обладает осью симметрии четвертого порядка '& = Li = 
= с - с н - с х . Условие, налагаемое на Е требованием инва-
риантности по отношению к преобразованию симметрии, 
есть 

= (1.77) 
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Представляя тензор е в виде 

е e^ai • а^ + е^а^ • а^ + езЗз • Нд (1.78) 

и подставляя (1.78) и d = L4 при с = аз в (1.77), получаем 
Е1 = ё2. Обозначая 81=82=60 и ез = ее, для тензора е имеем 
выражение 

& = Ео + (8е -ео )с . с . (1.79) 

Здесь учтено, что aj • а1-Ьа2-а2 + аз-аз= 1 есть единичный 
тензор. 

Определитель тензора е (1.71) отличен от нуля. 
В этом случае существует обратный тензор е~', который 
определяется соотношением е- 'е = 1. В базисе векторов 
ai, За, аз имеем 

8^1 = 

/ е Г ' О О \ 

О еГ' О 

\ О О 

(1.80) 

Представляя е- ' (1.80) в виде (1.78), считая е 7 ' < е - ' < ; 
< е ~ ' , добавляя и вычитая затем тензор e j ' (ai-ai + 
+ аз-аз), получаем для диадное представление 

E - i = - - a + b ( c i - C 2 + C2-Ci); 

- I t , 1 , _ 1 ( 1 . 8 1 ) а = 82 , b = — (бз — 81 ), ^ 

где 

V ' ^ ^ i ^ ^ ^ a i / (1.82) 
^ ез — 81 г ei 

Введенные единичные векторы Ci и Cg (1.82), а также 
лектор с (1.79) играют существенную роль для тензора 
диэлектрической проницаемости. Эти векторы Ф. И. Фе-
доров назвал осями тензора в отличие от главных 
осей кристалла. В этой связи уместно называть тензор 
(1.79) одноосным, а тензор (1.81) —двуосньш. В оптиче-
гком отношении ось с тензора (1.79) является оптической 
немо одноосного кристалла. Оси ci, Сг обратного тензора 
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диэлектрическои проницаемости являются оптическими 
осями (или бинормалями) двуосного кристалла. 

Главные диэлектрические оси кристалла а» ( i = Г, 2, 7) 
можно выразить через оси С;, Сг: 

я я - t^^Ci] . "1 — -, / , > «2 

(1.83) 
Ci + Ca 

Зя = 
V(Cx + c,)^ 

Отсюда ясно, что векторы (ci+Ca) и [сгС]] являются 
собственными векторами тензора е"' (1.81). Непосредст-
венное вычисление показывает, что этим собственным 
векторам соответствуют следующие собственные значе-
ния: 

еГ' = а — Ъ{\ — qca); 

е з - ' - а ; (1.84) 

е^ ' = a + 6( l + CiC2). 
Для одноосного тензора (1.79) собственному вектору с 

соответствует собственное значение е .̂ Два других собст-
венных вектора ортогональны между собой и ортого-
нальны вектору с, для которых собственное значение 
есть ео. 

Учет симметрии кристаллов приводит к тому, что по 
оптическим свойствам все кристаллы делятся на три 
большие категории: а) триклинные, моноклинные и ром-
бические, не имеющие осей вращения высшего порядка 
(3, 4, 6), описываются двуосным тензором (1.81) или тен-
зором (1.69); б) тригональные, тетрагональные и гекса-
гональные, обладающие осью симметрии высшего поряд-
ка, описываются одноосным тензором (1.79) или тензором 
(1.69), у которого 61 = 62; в) изотропные среды и кристал-
лы кубической сингонии, для которых тензор превращает-
ся в скаляр (у кубических кристаллов имеется несколько 
осей высшего порядка). 

Таким образом, в этой первой вспомогательной главе 
приведены основные уравнения электродинамики — урав-
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нения Максвелла, сформулирован закон сохранения 
энергии — уравнение непрерывности и даны граничные 
условия. Рассмотрен простейший случай решения волно-
вого уравнения — плоская монохроматическая волна и 
даны характерные ее параметры. Особое внимание уделе-
но различным способам описания ее поляризации как в 
координатном, так и в инвариантном виде и представле-
нию тензоров диэлектрической проницаемости среды — 
основы ее оптических свойств. Тем созданы предпосылки 
изучения оптики кристаллов с использованием обычных и 
бескоордипатных методов. 



Г л а в а 2 

СВЕТОВЫЕ ВОЛНЫ 
В ПРОЗРАЧНЫХ КРИСТАЛЛАХ 

2.1. КУБИЧЕСКИЕ КРИСТАЛЛЫ (ИЗОТРОПНЫЕ СРЕДЫ) 

Рассмотрим прежде всего оптику прозрачных немаг-
нитных кристаллов. Такие кристаллы характеризуются 
вещественным симметричным тензором диэлектрической 
проницаемости е, а их магнитные свойства описываются 
тензором Для плоских монохроматических волн с 
круговой частотой ш уравнения Максвелла записываются 
в виде (1.40): 

еЕ = — [тН]; 

Н = [тЕ]; 

т Е = т Н = 0. 

Показатель преломления находится из этих уравнений, 
если из них исключить вектор И [6]: 

еЕ = —[m[mE]]. (2.1) 

Раскрывая двойное векторное произведение и учиты-
вая, что т Е ~ 0 , получим 

( т 2 - 8 ) Е = 0 . ' ( 2 . 2 ) 

Для существования ненулевых решений уравнения 
(2.2) необходимо выполнение условия = из которого 
определяется показатель преломления среды 

п = (2.3) 

Таким образом, показатель преломления п не зависит 
от направления распространения электромагнитной вол-
ны. Этот результат играет важную роль в феноменологи-
ческой оптике изотропных сред. При этом поляризация 
волны может быть какой угодно. Значения показателей 
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Т а б л . 2.1. Показатели преломления некоторых кубических 
кристаллов для Л=0,589 мкм 

К р и с т а л л Формула n 

Фтористый литий LiF 1,388 
Флюорит CaFa 1,434 
Каменная соль NaCl 1,544 
Шпинель MgAlaO^ 1,723 
Периклаз MgO 1,738 
Гранат алюмоиттриевый Y3Al60i2(YAG) 1,8347 
Хлористое серебро AgCl 2,064 
Сфалерит a -ZnS 2,375 
Алмаз С 2,419 
Куприт CuaO 2,705 
Фосфид галлия GaP 3,367 

Преломления п некоторых кубических кристаллов приве-
дены в табл. 2.1 [12]. 

Рассмотрим падение плоской волны на границу разде-
ла двух сред. 

Из условия непрерывности тангенциальных состав-
ляющих полей на плоской границе раздела двух сред с 
показателями преломления /г и П] и однородности в пло-
скости границы, поскольку они содержат множитель 

следует, во первых, равенство частот падаю-
щей, отраженной и преломленных воли, а также то, что 
па границе должны выполняться соотношения 

г ( т - ш') - 0; г ( т - - т^) = О (2.4) 

прп условии rq = 0, q — единичный вектор нормали к гра-
нице раздела сред. 

1'сли выбрать систему координат так, что плоскость 
pii |дс.'1л есть г = 0 (см. рис. 2.1), то 

хт^ + уШу = хт^^ + ут,_у 

д,'П1 ./iiufiMX * II //, отсюда получаем mx = mix, my = miy, т. е. 

/г sin гр == sin ф1. (2.5) 

,)д<'( |. ц) — угол падения, cpi —угол преломления. 
Формула (2.5) выражает закон преломления В. Спел-
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лиуса, установленный голландским ученым в 1620 г. и не-
зависимо от него французским ученым Р. Декартом в 
1627—1630 гг. 

Для отраженной волны под углом ф' к нормалй по-
верхности раздела q точно так же получим закон отраже-
ния Снеллиуса: 

sin ф = sin ф , ф = ф' (2.6) 

Эти законы геометрически 
означают, что концы век-
торов рефракций отражен-
ной т ' и преломленной 
волн nil лежат на прямой, 
параллельной q, проведен-
ной из конца вектора (рис. 
2.1), а сами векторы ре-
фракций т , т ' , rrii распо-
ложены в одной плоско-
сти, называемой плоско-

Рис. 2.1. К выводу формул Фре-
неля для кубических кристаллов 

стью падения. В векторной форме это можно записать в 
виде [6] 

[mq] = [m'q] = [niiql = а. (2.7) 

Умножая (2.7) векторно на q, получаем для векторов 
рефракции 

= Ъ + (2.8) 
где b = [qa], r\i = m,q. 

Соотношения (2.7), (2.8) представляют закон отраже-
ния и преломления в форме, предложенной Ф. И. Федоро-
вым. Этот обобщенный закон отражения и преломления 
(2.7) формулируется следующим образом: при отражении 
и преломлении света на границе раздела двух сред век-
торное произведение вектора рефракции на вектор нор-
мали к поверхности раздела дает вектор, постоянньш для 
всех волн — падающей, отраженной и преломленной. Так 
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как в изотропной среде может распространяться только 
одна волна, то на границе раздела двух изотропных сред 
будет возбуждаться одна отраженная и одна преломлен-
ная волна. 

2.2. ФОРМУЛЫ ФРЕНЕЛЯ ДЛЯ КУБИЧЕСКИХ КРИСТАЛЛОВ 

Задачу об определении амплитудных и энергетических 
коэффициентов отражения и пропускания света на грани-
це раздела двух сред (задачу Френеля) можно решить 
различными способами. Как уже говорилось, разработан-
ный Ф. И. Федоровым ковариантный метод позволяет ре-
шить такую задачу без использования конкретной систе-
мы координат [6]. Покажем, полностью следуя Ф. И. Фе-
дорову, как в ковариантном методе могут быть легко 
получены соотношения между амплитудами падающей, 
отраженной и преломленной волн на границе двух изо-
тропных сред. Для этого векторы полей Е, Е', Ei этих волн 
(мы для краткости опустили одинаковые для них фазо-
вые множители) разложим на составляющие по перпен-
дикуляру к плоскости падения а (s-составляющие) и в 
плоскости падения (р-составляющие) (рис. 2.1): 

Е = Аа + В [па]; 

Е' = Л'а + В' [па]; (2.9) 

Ei = A a + Bi [п^а]. 
Здесь а== [mq], п, п', ni — орты векторов рефракций т , 
т ' , mi (т. о. волновые нормали) падающей, отраженной и 
преломленной волн. 

Из граничных условий (1.27), (1.28), (1.30): 

[E + E ' - E i , q] = 0; 

IH + H ' — H i , q] = 0; (2.10) 

(B + B ' - B O q = 0. 

II i ii.;iy || I, T. e. В - H , получаем ( H + H ' — H i ) q = 0, a 
итчи r: 

H + H' — Hi = 0. 
• i<i cooTHOHieHHe с помощью уравнений Максвелла может 

Льт . чмпнсано в виде 
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[mE] + [m'E'] —[miEi] = 0. (2.11) 

Умножая его на т ' и Ш] и пользуясь (2.9), получае'м сим-
метричные скалярные уравнения 

А А' -Ai 
a [ n i ' m i ] a[mini] а [mm'] 

(2.12) 

которые определяют амплитуды А', Ai через А. 
Заметим, что из (2.12), учитывая, что все т,- лежат в 

одной плоскости (см. рис. 2.1), следует 

A + A'-Ai = 0, 
(2.13) 

Am + А'т' — А^т^ = 0. 

Подставляя соотношение (2.9) в граничное условие 
(2.10), получим для вычисления В', By по известной В: 

Bnq + B'n'q — SiH^q = 0. (2.14) 

Умножение (2.11) на а опять с учетом (2.9) дает 

Вп + б ' п ' — Sitii = 0. (2.15) 

Формулы (2.12), (2.14), (2.15) целиком решают зада-
чу определения амплитуд Л, и Вг отраженной и прелом-
ленной волн на границе двух прозрачных немагнитных 
изотропных сред. Ф. И. Федоровым показано, что взамен 
полученных формул и для амплитуд Вг можно использо-
вать также высокосимметричное простое соотношение; 

В!А ^ ВЧА' ^ BJA^ • ^2.16) 
nrii n ' t l j П̂ Пц 

Учитывая, что 

im^mfe] = (Tift - TiO а, т]' = - Т1 (2.17) 

и Т) = ПС05Ф, % = n i C 0 S 9 i , п sin ф = rti sin cpi, из (2.12) 
для амплитуд отраженной А' и преломленной А^ волн мож-
но получить 

А' = л = — Л; 
r\ + f]i sin (ф + фх) 

(2.18) 
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А = ^^ д ^ 2 cos ф sin ф1 ^ 

Из (2.16) с учетом того, что пп^ = cos (ф — Ф1), n'rij = 
= — cos (ф -f Ф1), получаем 

g, ^ п? Т1 — п ' т Q _ tg (ф — фх) 

п ' % tg (ф + фО 
(2.19) 

В = SnwiTi ^ 2 cos ф sin Ф1 ^ 
nf Т1 + sin (ф + Ф1) cos (ф — Фх) 

Соотношения (2.18), (2.19) были установлены фран-
цузским ученым О. Ж. Френелем в 1823 г. и носят назва-
ние формул Френеля. 

Разложения (2.9), конечно, согласуются с требова-
нием поперечности световых колебаний, т. е. с условиями 
En = E'n' = Eini = 0, и хотя волны остаются после отраже-
ния и преломления линейно поляризованными, векторы 
Б, Е', EL не лежат в общем случае в одной плоскости. Это 
так, если Е лежит либо в плоскости падения (Л = 0), либо 
перпендикулярен ей (В = 0). Из формулы (2.16) непо-
средственно видно, что при п'п1 = 0 отраженная волна 
будет полностью поляризована с колебаниями, перпен-
дикулярными плоскости падения (поляризация перпен-
дикулярна плоскости падения). Угол падения ф, удов-
летворяющий этому условию, можно определить из соот-
ношения (см. рис. 2.1) 

cos (ф + ФХ) = 0; 

) = -

«01 

я . sin ф плч 
Ф 4- Ф^ = — ; sin Ф1 = COSФ = — ; (2.20) 

tg ф = «01, 

где noi = n^jn — относительный показатель преломления. 
Такой угол ф называется углом полной поляризации, 

или углом Брюстера в честь английского физика Д. Брю-
стера, который открыл этот закон в 1815 г. 

Если среда, на которую падает излучение, оптически 
более плотная, то обе составляющие преломленной вол-
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ны р и S оказываются в фазе с составляющими падаю-
щей. В отраженной волне s испытывает скачок фазы на 
180°, в то время как р-составляющая испытывает гакой 
скачок только при угле падения, меньшем угла Брюстера. 
При большем угле падения р-составляющие падающей и 
отраженной волн совпадают по фазе. 

В случае нормального падения (ср = 0, ф1 = 0) формулы 
Френеля в виде (2.18), (2.19) напрямую становятся не-
применимыми. Рассмотрение этого случая нужно про-
вести особо либо воспользоваться предельным перехо-
дом при ф^О. Из граничных условий в силу Eq = E'q = 
= Eiq = 0 имеем Е + Е ' — E i = 0. Уравнение (2.11) дает 
пЕ—п'Е'—niEi = 0. Значит, 

E ' ^ - ^ L Z Z ^ E ; 
«1 + л 

nj_ + n 

(2.21) 

и из уравнения Максвелла 

Н' = " Н; 
п^ + п 

(2.22) 

Рассмотрим вопрос об интенсивностях падающей, от-
раженной и преломленной волн при отражении на грани-
це двух изотропных диэлектриков. Количество энергии 
падающей волны на площадку в 1 см^ на поверхности 
раздела в единицу времени равно (знак ^ означает ве-
щественную часть) 

5оЯ = — E^mq = — ^ (Е^ + Е*' + 2 fEP) mq (2.23) 
4я 16л 

и аналогично для отраженной и преломленной волн. 
Здесь под Е подразумеваются не векторные амплитуды, 
а полные векторы поля с фазовым множителем е"». Взяв 
среднее по времени значение, получим 
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Е|2 mq + — m'q ^ = 0. (2.24) 
8п 8я 8jx 

Закон сохранения энергии требует, чтобы нормальная 
составляющая вектора плотности потока энергии была 
непрерывна на поверхности раздела двух сред: 

(S + S' - Si) q = 0. 

Граничные условия (2.10) в силу линейной независимо-
сти составляющих разложения справедливы для каждой 
из них, и мы получаем соотношения 

(S. + S ; - S i , ) q = 0; 
(2.25) 

(S„ + S ; - S i p ) q = 0, 

где знаком s и р отмечены составляющие векторов пото-
ков, перпендикулярные и параллельные плоскости паде-
ния (s- и р-составляющие). 

Введем обозначения: 

R = ^ • Т = ^^^^ • 
SaQ S,q 

Rp = — ( 2 . 2 6 ) 
S; ,q Spq 

Sq Sq 

для мгновенных коэффициентов отражения и пропуска-
ния составляющих s и р плоскости падения и соответст-
венно полных мгновенных коэффициентов. 

Закон сохранения утверждает, что 

Rs + Ts = Rp + Tj,==R + T = l , (2.27) 

и те же соотношения применимы для средних коэффи-
циентов отражения и прохождения. (Средние значения 
будем отмечать чертой сверху.) Для них, как следует из 
вышесказанного, имеем 
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^ _ И ? _ sinMcp-Ф,) 
ИР зт^Сф + ф )̂ 

Л^ШаЧ 8т2ф81п2ф1 
(2.28) 

Hl^mq зтМФ + Фх) 
далее для Rp и Тр-. 

(2.29) 

Tr> = 
niiq sin 2ф sin 2ф1 

~ s i n M 9 + Ф1) СОЗМФ - Ф1) 

Мгновенный полный коэффициент отражения R ^̂  
Л'е'ч' + 

периодически меняется с удвоенной час-
Ле'ч> + Ве'Ч' 

тотой волны, в то время как полный средний коэффициент 
D И'Р + ° л г д|2 определению среднего постоянен по 

времени. 
Отметим, однако, что Rs = Rs, Rp^Rp, Ts = Ts, Тр = Тр. 

Из формул (2.29) следует, что компонента электрическо-
го поля, перпендикулярная плоскости падения, отражает-
ся сильнее, чем параллельная, и наоборот — для прошед-
шей волны. В случае нормального падения из соотноше-
ний (2.21) находим 

^ ^ / j z ^ V у ^ 4пп, ^ ^2.30) 
V «1 + и / (rti + n f 

Знаменатели в (2,29) отличны от нуля, за исключе-
нием случая (ф+ф1)=л /2 , когда 1д(ф+ф1)=оо и, следо-
вательно, Rp — 0, ф+ф1 = л/2. Это угол Брюстера, о кото-
ром уже говорилось. Как и должно быть, R-\-T=\. 

На рис. 2.2, а показана зависимость коэффициентов 
отражения Rs и Rp от угла падения для стекла с показа-
телем преломления ni = l,52; нулевое значение Rp соот-
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ветствует углу полной поляризации [13] (arctg 1,52 = 
= 56°40'). Поляризация световых волн определяется вы-
ражениями (2.18), (2.19). Из них мы видели, что отра-
женный и преломленный лучи остаются линейно поляри-
зованными, если падающий свет был линейно поляризо-
ванным. Но направление колебаний в отраженном луче 
изменяется относительно направления 
дающем. 

колебаний в па-

зи 

т 

Ар 

As 

о 20 W 60 »,грпа 

20 40 60 % гроЗ 

Рис. 2.2. Зависимости от угла 
падения ф коэффициентов от-
ражения (а) ; азимута отражен-
ных X' и преломленных xi волн 
(азимут падающей волны х = 
= 45°) (б); фазовых сдвигов Д 

(в) 

Угол, образуемый плоскостью колебаний с плоскостью 
падения, называется азимутом колебаний. Обозначим че-
рез X. XI азимуты колебаний падающей, отраженной и 
преломленных волн. Очевидно, что 

t g 5 C = 

tgx' = 

В 

В' 
( 2 . 3 1 ) 
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А tgXi = 
В, 

Из (2.16) получаем 

или 

. , ППт , 
tg X = - т ^ tg х; 

п п^ 

tg Xi = ntii tg X, 

cos (cp + Ф1) 

tg Xi = cos (ф — Ф1) tg X. 

(2.32) 

(2.33) 

Ясно, что i t g x ' I S s j t g x i . a | t g x i K t g x , что и обес-
печивает возможность выполнения граничных условий. 
Из (2.21) следует, что для изотропных сред всегда (для 
любых плоскостей и углов падення) выполняется замеча-
тельное условие [6] 

d ftgx' ] 
dx \ t g X 

= 0. (2.34) 

Неравенства для углов показывают, что при отражении 
угол между плоскостью колебаний и плоскостью падения 
увеличивается, а при преломлении уменьшается. На рис. 
2.2, б показано изменение углов х' и xi при х = 45° и ni = 
= 1,52 [13]. 

Все предыдущее рассмотрение предполагало выпол-
ненным неравенство sin q)<ni/n, ибо только тогда есть 
смысл говорить о реальном угле преломления, синус кото-
рого не превышает единицы. Если вторая среда опти-
чески более плотна п \>п , то это условие выполнимо для 
любых углов падения ф. Иначе обстоит дело, если n > n i , 
т. е. свет падает из более плотной среды на границу с ме-
нее оптически плотной. В этом случае возможны такие 
углы падения, что условие sin (pKnJn не выполняется. 
Это произойдет, когда угол падения будет превышать 
так называемый предельный угол полного внутреннего 
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отражения ф: sin (f = ni/п. Если ф' = ф, то преломленная 
волна скользит вдоль поверхности раздела (51пф1 = 

= — з1пф=1, ф1 = 90°). Подробное исследование случая 

полного внутреннего отражения показывает, что при 
углах падения, превышающих предельный, в оптически 
менее плотной среде возникает не обычная однородная 
волна, описываемая вещественным вектором рефракции 
т , , а, как говорят, неоднородная, когда вектор рефрак-
ции является комплексным т 1 = т [ Из условия 
т 2 =e i устанавливаем, что должно быть 

ml^—• — rti'^ = El = « ь m[ m" = 0. (2.35) 

Вектор напряженности поля Е в такой волне имеет 
вид 

2 л " . / 1 ' А —miT m , r - i ) 
Е = Еое е ' , (2.36) 

где Ао= длина волны в вакууме, т. е. волна убы-
(0 

вает по мере распространения (при изменении радиуса-
вектора г) по амплитуде. И это несмотря на то, что мы 
рассматриваем сейчас случай непроводящей, непогло-
щающей среды. Следует также отметить, что для неодно-
родных волн не имеет места равенство электрической и 
магнитной плотностей энергии, поскольку e I E | ^ = | H | ^ , 
а вектор Умова—Пойнтинга по направлению не совпа-
дает с вектором рефракции rrij', как это характерно для 
однородных волн. В этом и заключается основное отли-
чие неоднородных волн от однородных. 

При полном внутреннем отражении происходит ска-
чок фаз компонент отраженной волны. Для s u p состав-
ляющих, как это следует из формул Френеля, эти скачки 
As и Ар определяются выражениями (noi = ni/n) 

tg 
cos ф 

(2.37) 
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sin^ Ф — «01 

n h cos ф 

Поскольку величины As и Ар разные (за исключением 
случаев ф = л/2, sin (f—ft), то линейно поляризованный 
свет при полном внутреннем отражении будет эллипти-
чески поляризованным. Для разности фаз A = As—Ар по-
лучаем 

tg ^ зШ̂ Ф — till 
sin^ Ф 

(2.38) 

Значение А равно нулю при скользящем угле падения 
(ф = я/2) и в случае, когда 51пф = «oi- Максимальное зна-
чение А определяется из соотношения sin^ ф = 2 n o i / ( l + 

d !. А 
+ noi), которое следует из условия dtp 

tg = 0. 

График этой зависимости для того же случая 1,52 
приведен на рис. 2.3. 

Рассмотрение случая полного внутреннего отражения 
действительно приводит к выводу, что падающий свет в 
среднем отражается полностью, а средний поток энергии 
преломленной неоднородной волны через границу разде-
ла равен нулю, хотя в течение части периода энергия по-
ступает во вторую среду, а через некоторый промежуток 
времени возвращается в первую. Это объяснение явления 
полного отражения было впервые дано А. А. Эйхенваль-
дом в 1909 г. 

s o <е, грзЭ 

Рис. 2.3. Зависимость скачка фазы А между s- и р-компонентами от 
угла ф при полном внутреннем отражении: 

л = 1,52;'«1 = 1 
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Обратимся теперь к рассмотрению потока энергии и 
запишем вектор Умова—Пойнтинга для преломленной 
волны в виде 

Si = s ; + s;'; 

S'l •-= ([Ef Hil + lE^Hf 1); (2.39) 

16я 

Здесь Sj не зависит от времени; —периодическая 
функция времени, причем ее среднее значение равно ну-
лю. Вектор Sj' лежит в плоскости падения, совпадающей 
с плоскостью комплексного вектора рефракции rrii. По-
этому проекция вектора S^ на направление, перпендику-
лярное к плоскости падения, т. е. на вектор а, равна ну-
лю. Выражение для S j' можно переписать в виде 

S; ^ _ ^ { | E i P ( m i + m f ) _ [ ( m i - m r ) [ E i E f ] ] } . (2.40) 
1 6 л 

Его проекция на вектор а с учетом (2.35) есть 

S; а » S; а = а [(rrii — mf) [EjEf ]] = 
1 6 я 

о я 

(2.41) 

Отсюда следует, что в общем случае средний поток энер-
гии во второй среде имеет компоненту, перпендикуляр-
ную к плоскости падения. При полном отражении элект-
ромагнитная волна только «залетает» в оптически менее 
плотную среду. Поэтому наличие боковой компоненты 
потока энергии поля электромагнитной волны в этой сре-
де должно приводить к боковому смещению поля отра-
женной волны. Это смещение, предсказанное Ф. И. Фе-
доровым [14] (сдвиг Федорова), мало и наблюдать его 
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МОЖНО при полном отражении ограниченного электро-
магнитного пучка [15], Вследствие появления боковой 
компоненты вектора Умова—Пойнтинга, который . про-
порционален вектору электромагнитного импульса, в пре-
ломленной волне должна иметь место боковая отдача в 
направлении, перпендикулярном плоскости падения. Это 
боковое световое смещение названо явлением Ф. И. Федо-
рова [14, 15]. Ф. И. Федоровым найдены условия, при 
которых оно достигает максимального значения, и про-
анализированы случаи отсутствия такого явления. Мак-
симум бокового потока энергии достигается при | Л | = 
= |В( и при условии 

В*/А* mmf ^2.42) 
В/А miTii 

а также при определенной эллиптической поляризации 
падающего света. 

2.3. ОПТИЧЕСКИ АНИЗОТРОПНЫЕ КРИСТАЛЛЫ 

Рассмотрим теперь анизотропные немагнитные кри-
сталлы. Будем, как и прежде, искать решения уравнений 
Максвелла в электродинамике сплошных сред в виде 
плоских волн. При этом уравнения Максвелла (1.19) 
Н = [ т Е ] , т Н = 0 сохраняют свой вид, как и в случае ку-
бических оптически изотропных сред, а в уравнении свя-
зи D = eE = —[niH] мы уже не можем считать диэлектри-
ческую проницаемость скаляром. Учесть тензорный ха-
рактер е и составляет нашу задачу. Из уравнения.связи 
8E = D (или в компонентах Di = f>î Eh) теперь заключаем, 
что в оптически анизотропных средах вектор электриче-
ской индукции D, вообще говоря, не совпадает по направ-
лению с вектором напряженности электрического поля 
Е, как это было в изотропных средах. По-прежнему век-
торы D и Н перпендикулярны направлению фазовой ско-
рости волны — вектору волновой нормали п или вектору 
рефракции т . В этом смысле волны в кристаллах остают-
ся поперечными. Векторы Е, п и D лежат в одной плоско-
сти, перпендикулярной Н (рис. 2.4), но вектор Е не пер-
пендикулярен п. 

Вектор потока энергии Умова—Пойнтинга в любых 
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Средах, и в том числе анизотропных, выражается универ-
Q 

сальным образом как S = — [EHJ, так что его направ-
4п 

ление перпендикулярно и вектору Е, и вектору Н, однако 
он не совпадает с направлением фазовой скорости п (рис. 
2.4). В этом еще одно отличие оптически анизотропных 
кристаллов от кубических. Из Н = [ т Е ] для вектора S 
получаем 

S = 
4л 

[ЕН] = 
4л; 

(тЕ2 — Е (тЕ)), (2.43) 

т. е. вектор S лежит в плоскости векторов п и Е. 
Поскольку Mfji будем дальше проводить описание 

свойств кристаллов в ковариантном виде, как сделано у 
Ф. И. Федорова, напомним некоторые необходимые све-
дения из прямых методов тензорного исчисления [6' 
Векторное произведение двух векторов, например [ т Е 
можно представить в следующем виде: 

[тЕ] = т ' ^Е 
" О —Шз 
/Пз О 

- ГЩ ГПу 

щ 
— mi 

О 
Е. (2.44) 

Антисимметричный тензор т ^ называют дуальным по 
отношению к вектору т . Имеют место соотношения 
(mx)2 = m.m—m^, mxm = 0, |mx | = 0 . Введем понятие тен-
зора а, взаимного к а. Элементы взаимного тензора рав-
ны соответствующим адъюнктам транспонированного 
тензора. Если тензор а имеет обратный тензор, то а = 

о 

Рис. 2.4. Расположение векторов 
Е, D, Н, п, S световой волны в 

кристалле: 
п — волновая нормаль, s — лу-

чевой вектор, n s = l 
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= |с£|с£~'. Отметим соотношения а = а (знак ~ означает 
транспонирование): 

а -1 = (а)-1 = ; а = \а\а-, \а-Ъ\ - 0; 
|а| 

а-Ь = 0; = 

Важным понятием является понятие следа тензора — 
суммы его диагональных элементов. Как и определитель 
тензора i а | , так и его след ас являются инвариантами 
при преобразованиях прямоугольных систем координат. 
След произведения матриц не меняется при циклической 
перестановке сомножителей и при транспонировании мат-
риц (ар)<.= (Ра)с, {а)с = ас. След диады равен скалярно-
му произведению векторов, составляющих диаду 
(a-b)c = ab. С помощью понятий взаимной матрицы и сле-
да матрицы можно написать важную для вычислений об-
щую формулу для детерминанта суммы двух произволь-
ных трехмерных матриц а и р : 

|а + р| = |а| + (аР)е + (аР)е + |Р|. (2.45) 

Перейдем теперь к ковариантному выводу уравнения, 
определяющего показатели преломления волн, распрост-
раняющихся в кристалле. Следуя Ф. И. Федорову, с по-
мощью тензора т ^ , дуального вектору рефракции т , 
уравнения Максвелла оптики прозрачных немагнитных 
кристаллов запишем в виде 

Н = т ^ Е . (2.46) 

Далее поступаем так же, как в оптике изотропных 
сред (кубических кристаллах), т. е. исключаем из этих 
уравнений вектор Н. Получим 

(е + т ^ ' ) Е = (в — m 2 + m . m ) E = 0. (2.47) 

После замены E = 8"'D имеем 

(1 -f n i ' ' V i ) D = [l + ( т - п 1 —m2)e-i]D = 0 (2.48) 

и, наконец, при помощи Е = — е - ' т ^ Н 
( 1 + m V i m ^ ) H = 0. (2.49) 
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Каждое из трех полученных векторных уравнений 

(1 + e - i m ^ ' ) E = 0 ; 

( 1 = 0; (2.50) 

(1 + = 0 

представляет собой систему трех линейных однородных 
уравнений относительно компонент векторов поля Е, D, 
Н. Для того чтобы эти уравнения имели ненулевые ре-
шения, необходимо выполнение условий 

| 1 + = 0 ; 

|1 + = (2.51) 

т. е. определители этих систем однородных уравнений 
должны быть равны нулю. 

Вычислим, например, определитель по 
формуле (2.45) (прир = 1): 

|1 + 6-imx'l = 1 + + (е-^щХ^. (2.52) 

Вычисляя последовательно, найдем 

= ( e - i m - m — e - i = m ( e - i — s 7 ' ) m ; 
(2.53) 

(e-imx^^c = (mxm^e-i),. mem. 
|e| 

Таким образом, условие | l + 6 ~ ' m X 2 | = 0 после умно-
жения на 18"' I дает 

m^-mem —т('ёс —8)ш + | 8 | = 0, (2.54) 

или, учитывая ш = пп, 

п^тп — п^ • п (ёс — ё) п Ч- 1е| = 0. (2.55) 

Это биквадратное уравнение относительно показателя 
преломления играет основную роль в оптике кристаллов 
и носит название уравнения нормалей Френеля. Путем 
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прямых вычислений можно убедиться, что и два других 
равенства определителей систем (2.51) приводят«к та-
кому же виду уравнения нормалей Френеля. Тот факт, что 
уравнение для показателя п биквадратное, является весь-
ма существенным, так как это показывает, что одному и 
тому же направлению волновой нормали п соответствуют 
два значения показателя преломления. Это можно сфор-
мулировать и следующим образом. В отличие от изотроп-
ных сред в анизотропных кристаллах вдоль любого'на-
правления могут распространяться, вообще говоря, две 
световые волны, каждая со своим показателем прелом-
ления, т. е. со своей фазовой скоростью. Значит, в кри-
сталлах существует явление двупреломления. 

В декартовой системе координат, оси которой совпа-
дают с главными направлениями осей тензора урав-
нение нормалей приводится к виду 

п" {e^ml + Eyinl + e^ml) — [ml e^ (e^ + e,) + 
(2.56) 

+ ml Ey (e^ + e,) + e, (e^ + ej,)] + e^e^e, 0, 

где mi = nui-
Его же можно записать и в другой, часто использу-

емой классической форме: 
2 2 2 п^ + "г/ ^ _ Q 

(2.57) 
l/rt^ — 1/е^ 1/п2 1/еу 1/^2 __ 1/е 

(бх < еу < е,). 

2.4. ОРИЕНТАЦИЯ ВЕКТОРОВ ПОЛЯ И НОРМАЛИ 
ПЛОСКОЙ ВОЛНЫ В АНИЗОТРОПНЫХ КРИСТАЛЛАХ 

Уравнение (в — т^) Е = — m • т Е показывает, что (е — 
— ni2)E||m, так как m-mE = m(mE). Если матрица |е — 
— m l̂ неособенная, т. е. |е — Ф О, то 

Е| |(е —m2)-im. (2.58) 

Это соотнощение определяет направление вектора Е 
по заданному ш. Из D = 8E получаем 0| |е(б—m2)-im, а 
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так как Dn = 0, то пе(в—n2)-in = 0, и мы еще раз полу-
чили уравнение нормалей, но в другой, тоже ковариантной 
форме. Направление вектора Н определяется тем, что 
H_Ln и HJ_E и, таким образом, направления векторов Е, 
D, Н определяются заданием вектора п. Заметим, что из 
D = — [ т Н ] , умножая скалярно на Е, получаем ED = 
= — Е [ т Н ] = Н [mE] = Н^, а возводя D = — [ т Н ] в квад-
рат и учитывая перпендикулярность m и Н, D = m2H2. Два 
последних уравнения однозначно определяют показатель 
преломления п через Е и D: = 

Если задана волновая нормаль п, то ей соответствуют 
два показателя и две собственные световые волны. Такие 
волны будем называть изонормальными. Для них, как по-
казано выше, имеем 

n X e - i n x H ' = ! - Н ' (2.59) 
п'^ 

для одной из изонормальных волн и такое же уравнение 

пхе-1пхн" = ! - Н " (2.60) 
п"^ 

для второй. Умножая первое из этих уравнений на Н", 
второе на Н' и вычитая, найдем Н'Н" = 0; nJ_H'_LH"_Ln. 

Здесь мы учли, что матрица пхе-^п^ симметрична и 
11!'фп'. Т а к к а к п _ L D ' _ L Н ' _ L п, п _ L D " _ L Н " _ L п , т о 
D'| |H", D"||H', D'_LD". Для векторов Е' и Е" двух изо-
нормальных волн в кристалле из уравнений Максвелла по-
лучаем E'D" = Е'Н' = О, E"D' = Е"Н" = 0. Вся картина 
ориентации векторов поля плоских изонормальных волн в 
кристалле показана на рис. 2.5. Подчеркнем, что мы пред-
полагали, что п' Ф п". Если написать выражение для диск-
риминанта уравнения Френеля (2.55) А = (п (e^ — е) п)^— 
—4пеп|е | и потребовать, чтобы он был равен нулю, мы 
найдем те направления нормалей, для которых значения 
п? совпадают и = = Эти направления носят наз-
вание оптических осей кристалла, или бинормалей. Усло-
вие равенства нулю дискриминанта А = 0 с помощью урав-
нения нормалей можно записать в виде т^-тЕШ—18| =0 . 
Это уравнение и определяет направления бинормалей. 
Когда направление распространения света в кристалле, 
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т. е. волновая нормаль, совпадает с бинормалью, мы уже 
не можем утверждать, что этому направлению отвечают 
две плоско поляризованные изонормальные волны. Вдоль 
бинормали могут распространяться световые волны с лю-
бым состоянием поляризации, и мы вправе назвать их 
изотропными оптическими осями. В дальнейшем мы уви-
дим, что в кристаллах имеются в общем случае две би-
нормали — две оптические оси. 

Рис. 2.5. Расположение векторов поля и лучевых векторов двух ли-
нейно поляризованных волн, соответствующих одной волновой нор-

мали 

Обратимся теперь к рассмотрению плотности и потока 
энергии в кристаллах. Поскольку в прозрачных кристал-
лах световые волны всегда линейно поляризованы, за 
исключением волн, распространяющихся вдоль особых 
направлений — оптических осей, векторы поля волн Е, Н 
вещественны и ED = H2, как это прямо следует из урав-
нений Максвелла для плоских линейно поляризованных 
волн ЕЕ = — [ Т Н ] И Н = [ТЕ] . Это означает равенство 
электрической и магнитной энергий We = Wm, и полная 
плотность энергии выражается формулой 

W = We + Wm = 
1 

4 л 
(2.61) 

Введем единичный вектор луча s, параллельный век-
тору Умова—Пойнтинга: 

S = 
[ Е Н ] 

| [ЕН] | 
(2.62) 
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Так как вектор s перпендикулярен вектору Н, то он 
лежит в плоскости векторов Е, D, п, а угол t между век-
тором луча S и нормалью п равен углу между векторами 
Е и D (см. рис. 2.4), как мы уже отмечали. Используя 
формулы, определяющие направления векторов Е, Н, 
найдем, что 

SII [(е — п ^ ) - ! п [п (е — и^) - ! ] ] . (2 .63 ) 

Отсюда ясно, что задание вектора рефракции т , вооб-
ще говоря, однозначно определяет направление луча s, 
за исключением случая оптической оси. Поскольку вдоль 
заданного направления нормали распространяются два 
луча, то в кристалле осуществляется явление двулучепре-
ломления. 

Скорость течения энергии по лучу определим как 

W 

W = — 
4 п 

|S| = | [ЕН] | ; 
4 я 

№ = | [ E H ] l m s 
получаем 

и = 
m s 

где S = ms = nns = п cos ^ — показатель преломления по 
лучу. 

Направление вектора луча совпадает с вектором груп-
повой скорости световых волн в кристалле. Если уравне-
ние нормалей написать в виде 

/ ( т ^ , Шу, т ^ , со) = О, 

где (О ^ круговая частота волн, то компоненты вектора 
групповой скорости равны 

да а/ / а/ 
dm-i dtUi I а® 
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df 
Т. е. пропорциональны-

drtii 
Наряду с вектором нормальной рефракции т — пЛ вве-

дем вектор лучевой рефракции р = s/s, mp = 1. Из усло-
вия Е _L Н _L S следует Е = а [sH], [mE] = —аН (ms), а так 

как Н = [mE], то а = — = — — и Е = — [рН]; ана-
ms S 

логично убеждаемся, что и Н = [pD]. 
Сравним две системы полученных уравнений: 

D = БЕ, D = — [ т Н ] , Н = [ m E ] , m p = 1; ( 2 . 6 4 ) 

Е = 8 - I D , Е = — [рН] , Н = [pD] , m p = 1. ( 2 . 6 5 ) 

Видим, что путем замены 8->-8~', D-)-E, т - ^ р из 
первого ряда формул ( 2 . 6 4 ) получаем правильные фор-
мулы ряда ( 2 . 6 5 ) , а стало быть, и из следствий уравнений 
( 2 . 6 5 ) путем замены мы получим тоже верные следствия. 
В этом заключается смысл так называемого принципа 
двойственности (дуальности) в кристаллооптике. 

Соотношениям, полученным в оптике прозрачных не-
магнитных кристаллов, по давней традиции придают на-
глядное геометрическое представление с помощью раз-
личных поверхностей. Так, например, широко распростра-
нено понятие оптической индикатрисы (или эллипсоида 
Коши) как эллипсоида тензора обратного тензору 
диэлектрической проницаемости е: г8~'г=1. 

В главной системе координат его уравнение есть 

х ' / г г + + = + у ' / п ! + z V n l = 1. ( 2 . 6 6 ) 

Следовательно, полуосями этого эллипсоида являются 
главные показатели преломления кристалла Пи п ,̂ Лз и 
они совпадают по направлению с главными диэлектриче-
скими осями. Значение эллипсоида Коши в кристаллооп-
тике определяется следующим построением. 

Пересечем эллипсоид плоскостью, перпендикулярной 
выбранному направлению волновой нормали п и прохо-
дящей через эллипсоид. Сечение эллипсоида такой плос-
костью представляет собой эллипс, направление главных 
осей которого указывает направление колебаний векто-
ров D' и D", и длины полуосей его — показатели прелом-
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ления этих волн п' и га". Отсюда как частный случай сле-
дует, что для двух волн с волновой нормалью X показа-
тели преломления будут равны главным показателям 
«2=Уе2, газ = Убз, а векторы D', D" этих волн будут парал-
лельны соответственно у и z. Аналогично волновая нор-
маль у соответствует двум волнам, для которых показа-
тели преломления равны Лз = Уез и «i = yei, а векторы ин-
дукции параллельны осям z и х и т. д. Если волновая нор-
маль совпадает по направлению с оптической осью 
(бинормалью) Сг, то в сечении эллипсоида плоскостью, 
ортогональной оси с,, получится окружность. Таких круго-
вых сечений два. Они ортогональны осям Ci и Сг. В этих 
направлениях, как уже известно, существует единствен-
ная скорость распространения, так как га' = /г" = Уе2 (если 
82 — средняя по величине главная диэлектрическая про-
ницаемость), а вектор D имеет любое направление, пер-
пендикулярное с,-. 

Пользуясь принципом двойственности, можно из 
(2.66) написать уравнение лучевого эллипсоида 

ехл;̂  + + = + 4 у^ (2.67) 

Центральное сечение этого эллипсоида, перпендику-
лярное направлению луча s, является эллипсом, причем 
направления главных осей этого эллипса дают направле-
ния колебаний электрического вектора Е', Е", а длина 
полуосей — лучевые показатели преломления. Сечения, 
ортогональные бирадиалям di, d2, являются круговыми, а 
вектор Е имеет любые направления колебаний, перпенди-
кулярные к бирадиали. 

Отметим, что бирадиали di и d2 суть оси прямого тен-
зора диэлектрической проницаемости е: 

е = р + ^(di-da + da-di) (2.68) 

в отличие от осей Сь Сг обратного тензора диэлектриче-
ской проницаемости е^'. Аналогично (1.81), (1.82) оси 
тензора е, di, dz и собственные значения запишутся в виде 
(е1>е2>ез) 

Eg Sx ^ 
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El = р — ^ (1 — dida); 

е-з = р; 

ез = Р + '7{1 +<1Л)-

(2.69) 

В направлениях di, d2 лучевые показатели равны 
Для одноосного кристалла ei = e2 и поэтому бинор-

маль и бирадиаль совпадают. 
Рассмотрим еще одну оптическую поверхность. Пред-

положим, что из некоторой точки о внутри кристалла, как 
из начала координат, в направлении нормали п отклады-
ваются два вектора рефракции т ' и т " , длины которых 
равны двум показателям преломления п', п". Так как 
вектор волновой нормали принимает все возможные 
направления, то концы векторов рефракции т ' , т" опи-
шут поверхность, состоящую из двух оболочек. Эта по-
верхность называется поверхностью нормальных показа-
телей преломления, поверхностью нормалей или поверх-
ностью волновых векторов. Ясно, что в направлениях оп-
тических осей обе полости должны соприкасаться, так как 
в этих направлениях п'=п". Уравнение этой поверхности 
дается выражениями (2.55) или (2.56). 

Пусть та—радиус-вектор какой-нибудь точки по-
верхности волновых векторов нормальных рефракций, 
Ра — соответствующий вектор лучевой рефракции. Урав-
нение касательной плоскости к поверхности рефракций в 
точке Л (рис. 2.6) будет Р А ( Т — Т А ) =0 , а так как РАТА = 
= 1, то Р о т = 1. Следовательно, длина перпендикуляра, 
опущенного из начала координат на плоскость, каса-

Рис. 2.6. К выводу геометрического 
соотношения между лучевым и вол-

новым векторами в кристалле 
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тельную к поверхности волновых векторов, есть 1/Ра. 
Аналогично длина перпендикуляра, опущенного из нача-
ла координат на плоскость, касательную к поверхности 
лучевых рефракций, есть 1/та. Таким образом, устанав-
ливается геометрическое соответствие между лучевыми 
и волновыми векторами световых волн в кристалле. 

Обратимся теперь после этих общих результатов к 
рассмотрению оптических свойств кристаллов, принадле-
жащих различным классам симметрии, и выяснению осо-
бенностей их оптического поведения. 

2.5. ОДНООСНЫЕ КРИСТАЛЛЫ 

Рассмотрение видов тензора диэлектрической прони-
цаемости, проведенное выше, показало, что все кристаллы 
по числу различных главных значений тензора ел разде-
ляются на три группы. Кристаллы кубической сингонии 
по своим оптическим свойствам не отличаются от изо-
тропных тел, для них тензор е,7г вырождается в скаляр, а 
тензорная поверхность — в сферу. Для.кристаллов триго-
нальной, тетрагональной и гексагональной сингоний тен-
зор Eik имеет два главных значения, которые мы обозна-
чим как — = гх = Еу='г± = п1 (в дальнейшем выяс-
нится смысл таких обозначений), а эллипсоид Коши, или 
оптическая индикатриса, есть эллипсоид вращения с осью 
вращения, параллельной оси симметрии высшего порядка 
в классах симметрии, принадлежащих этим сингониям. 
Уравнение Френеля (2.54—2.55) для таких кристаллов 
распадается на два квадратных уравнения. Учитывая 
соотношения (е—8о) (е—Ее) =0 , ес = 2ео+бе, [е] =Вцее, = 
=|(ео-|-ее)е—еобс, уравнение нормалей можно записать в 
виде 

т ^ = бо, mem = бое ,̂ (2.70) 
или 

1 + ml ^ J 

Eg 
Таким образом, в кристаллах средних сингоний в каждом 
направлении волнового вектора Пх, Пу, tiz могут распрост-
раняться две изонормальные волны: обыкновенная с пока-

т, , гПх 
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зателем П1 = Уг±, не зависящим от направления распрост-
ранения (чем и оправдано ее название), и необыкновен-
ная с показателем преломления лг, зависящим ч)т угла 
наклона Хе вектора п к оси z, которая направлена в кри-
сталле по оси симметрии высшего порядка: 

1 Sin'Xe 
п1 

+ cos' Хе 
Ёо 

или 
еоЕе (2.71) 

бо + {&e — Ео) cos' Хе 

В одном особом направлении, когда угол Хе = 0. показате-
ли преломления обеих волн совпадают П1 = П2=Уео, и в 
кристалле, как и в изотропном теле, распространяется 
только одна волна. Такое направление называется опти-
ческой осью, или бинормалью. Теперь ясно, почему кри-
сталлы средних сингоний вправе назвать одноосными. 
Исходя из инвариантного представления тензора в 
кристаллах средних сингоний, можно доказать, что на-
правление оптической оси совпадает с осью этого тензо-
ра. Для определения величины разности показателей 
преломления волн с одним и тем же направлением нор-
мали, если считать главное двупреломление Убе—"|/ео= 
— Пд—По малым, легко получаем 

(«2 — «i) » («е — «о) sin' 5Се- (2-72) 
Поверхность волновых векторов в одноосных кристал-

fSn-n,-, 

Рис. 2.7. Поверхности волновых векторов для положительных и отри-
цательных кристаллов 
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Т а б л . 2.2. Показатели преломления некоторых одноосных 
кристаллов для Х=0,589 мкм 

Кристалл Формула По «е 

Л е д НаО 1,309 1,313 
Кварц SiOa 1,544 1,553 
Каломель HgaCla 1,962 2,621 
Рутил TiOs /,616 2,903 
Киноварь HgS 2,822 3,149 
КДР KH2PO4 

BesAlaSieOis 
1,509 1,468 

Берилл 
KH2PO4 

BesAlaSieOis 1,578 1,573 
Селитра NaNOg 1,587 1,336 
Кальцит СаСОз 1,658 1,486 
Корунд AI2O3 1,776 1,679 
Иодат лития Li Юз 1,888 1,742 

лах, как это видно из уравнения нормалей Френеля, рас-
падается на две поверхности: сферическую для обыкно-
венной волны и эллипсоид вращения для необыкновен-
ной. Обе поверхности касаются друг друга в двух точках, 
лежащих на оптической оси. Если По<Пе, то одноосные 
кристаллы называют положительными, если щ>Пе — от-
рицательными. Знак кристаллов является важным диаг-
ностическим признаком (рис. 2.7). Показатели прелом-
ления некоторых одноосных кристаллов приведены в 
табл. 2.2, 

Для определения поляризации волн в одноосных кри-
сталлах воспользуемся уравнением (2.47): 

[ео -f (е^ — бо) с • с — т ^ + m. т ] Е = 0. (2.73) 

Так как показатели преломления обыкновенной волны 
п2 = т 2 = 80 (см. (2.70)), то (2.73) перепишем в виде 

[(бе — Бо) С-С Ч- Шо-Шо] Ео = 0. 

Умножая это соотношение сначала на то, а затем на с, 
получаем, что вектор Е» должен быть перпендикулярным 
двум векторам 

Ео -L [ШоС • т о + {г, — Бо) с ] ; 

Ео J_ [Бото -f {Ее — Бо) тос-с]. 
3. Зак. 672 
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Это означает, что вектор Ео должен быть параллельным 
вектору, полученному в результате векторного прои^еде-
ния этих векторов. Поэтому для направления колебания 
вектора электрического поля обыкновенной волны оконча-
тельно получаем 

Е о - А о [ т о с ] , (2.74) 

т. е. Ео совершает колебания, перпендикулярные плоско-
сти, образованной вектором волновой нормали и оптиче-
ской осью кристалла. 

Из уравнения Максвелла Но= [гпрЕо] сразу определя-
ем направление колебания вектора магнитного поля 
обыкновенной волны: 

Но = Ao[mo[moc]1. (2.75) 

Аналогично из (2.73) получаем ориентацию векторов 
Ее и Не необыкновенной волны: 

Ее = Ае (еоС — т,с • т,), (2.76) 
Н, = А̂ЕО [т,с]. (2.77) 

Следовательно, электрический вектор необыкновенной 
волны Ее совершает колебания в главной плоскости, а 
вектор Не — перпендикулярно этой плоскости. 

Для векторов индукций из уравнения Максвелла 
имеем 

Do = Ао8О [mocL 
.(2.78) 

De = — AeEolme [ШеС]]. 

Продифференцировав уравнение (2.70) по Шх и т^ и 
взяв отношение этих производных, найдем направление 
лучевого вектора, соответствующего данной волновой нор-
мали: 

(2.79) 
% 

где Хе — угол между нормалью и оптической осью, а фх '̂ — 
угол между лучом и оптической осью. 

Отличие этих углов обусловлено анизотропией кри-
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сталла. При ео = 8(., т. е. в направлении оптической оси 
или в произвольном направлении в кубическом кристалле 
и изотропной среде, Хе = %ё-

2.6. ОТРАЖЕНИЕ И ПРЕЛОМЛЕНИЕ СВЕТА 
ОДНООСНЫМИ КРИСТАЛЛАМИ 

Рассмотрение краевых задач в кристалооптике, как 
было уже сказано, удобно вести с помощью ковариантных 
методов Ф. И. Федорова. Рассмотрим задачу об отраже-
нии и преломлении света в одноосных кристаллах так, как 
было сделано в [6]. 

Пусть на полубесконечную пластинку из одноосного 
кристалла с произвольным расположением оптической 
оси падает линейно поляризованный свет с произвольной 
поляризацией и с произвольным углом р между плоско-
стью падения и главной плоскостью (рис. 2.8). Сначала 
еще раз выпишем выражения для векторов рефракций 
обыкновенной и необыкновенной волн в одноосных кри-
сталлах. Уравнение нормалей Френеля распадается в 

п Ч \ 
Г 

b 
^^ 1 1 1 

1 1 
1 

Ч 

\ 
Рнс. 2.8. Взаимная ориентировка плоскостей раздела К, падения П, 

главной плоскости Г: 
q — нормаль к плоскости раздела, с — направление оптической оси, 
Ф — угол падения, 0 — угол между оптической осью и нормалью, р — 

угол между плоскостью падения и главной плоскостью 
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ЭТОМ случае на два: т ^ =ео и теете=8оее. Наряду с уже 
введенными векторами (нормалью к границе q, вектором 
а = [mq], вектором рефракции падающей волны т ) будем 
использовать, как и в изотропных средах, вектор Ь = [qa] 
(рис. 2.8). Тогда векторы рефракций падающей, отражен-
ной и преломленных волн записываются в виде 

Шг = Ы - riiq, Tii = niiq, (2.80) 

так как bq = 0. 
Имеем из первого уравнения Френеля 

т1о = (2.81) 

а из второго — 
х\е qeq + 2rigb8q + beb — eoê  = 0. 

Решая это квадратное уравнение относительно Це, на-
ходим сначала 

Г), = -1— { - b e q + y(beq)2 - q e q ( b e b - 8 o 8 , ) } . (2.82) 
qeq 

Выражение под знаком корня можно значительно уп-
ростить, воспользовавшись тем, что (beq)^ — (qeb) (beb) = 
= [qb] [8b, eq] = [qb]e [bq], [[qb] = [q [qa]]= — a, тогда 

Ti, = — ( - beq -f Keoe^qeq- aea). (2.83) 
qeq 

Учитывая взаимную ориентировку плоскости падения, 
направления оптической оси, направление нормали' падаю-
щей волны, можно записать соотношения п sin ф = п^ sin ф ,̂ 
cos = sin е COS р sin фе -f COS 0 COS фе, la] = lb| = n sin Ф, 
cq = cos 0, ca = jaj sin 0 sin p, cb = |a| sin Э cos p. Используя 
их, получим для Т)о и Tie'. 

т,о = У 8 о - п Ч 1 п > , (2.84) 

Т1е=[ (ео sin^ 0 -f е^ cos^ 0)]-! {(8о — s,) sin0 cose cos p -f 

+ { ч [^e (eo sin^ 0 + бе COŜ  e) — rt^ sin^ Ф (8e — (Sg — 
— eo) sin2 0sin^ P)]}'''2}. 
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С учетом (2.71) можно записать 

Tie = ^ "2 — sin^ ф. 

Действуем далее по общему способу решения краевой 
задачи, который развил Ф. И. Федоров для получения 
формул Френеля в случае кубических и анизотропных 
кристаллов. Приводим его с необходимыми подробностя-
ми, так как он является основой решения граничных за-
дач Б различных областях кристаллооптики. Напишем 
разложения для падающей, отраженной и обеих прелом-
ленных волн [6]: 

Е = Ла + В [па], Н = Л [та] — Вла; 

Е' = Л'а + В' [п'а], Н' = Л' [т 'а ] — В'па; 
(2.85) 

Ео = Ло[тоС], Но = Л„[то[тоС]]; 

Ее = ЛЛ8о —me-me)c, Н^ = Лебц [т^с]. 

Здесь единичный вектор с — направление оптической 
оси кристалла и оси тензора Эти разложения согласу-
ются с найденными направлениями векторов поля, о чем 
говорилось выше. Подставляя их в граничные условия, 
получим 

(Л + Л') а + В [па] + В' [п'а] — Ло [Шос] — 

— Ле(ео- те-п1е)с = kq, 
(2.86) 

Л [та] + Л' [т ' а ] — (В + В') па — 

— Ло [то [тос]] — Л,8о [т^с] = 0. 
Переход от этих двух векторных уравнений к четырем 

скалярным для определения амплитуд Л', В', Ао, Ag осу-
ществляется умножением их на линейно независимые век-
торы, например, второе уравнение (2.86) умножим на век-
торы то, т е и а, а первое — на Ь. В результате имеем 

Л (г1 — Tio) а^ — Л' (т) 4 Tjo) а^ + Лебо (% — Це) ас = 0; 

Л (Г1 - Tie) а^ - (л + Че) а ' - (ПоЬ Ле) а^ [ШоС] = 0; 
(2.87) 

(В + В') па^ — ЛоЕцас — Левоте [ас] = 0; 
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(В —В') — Аащплс — А^п (еоЬс — а^ • т^с) = О, 
где учтено, что [теШо] = (т]о—Це)а. 

Система (2.87) решается просто. Из первых двух урав-
нений находят Л о и Ае, выраженные через Л и Л', а затем 
эти Ло и Ае подставляют во вторую пару уравнений (2.87) 
и определяют Л ' и В'. После этого можно определить и 
Ло, Ае. Амплитуды Л', В', Ло, Ае этим самым будут выра-
жены через известные амплитуды падающей волны. Соот-
ветствующие формулы имеют вид 

Л о = + 

(2.88) 

А = (Ло - л) + Л' (ло + Л) 32. 
бо (Ло — Це) ас 

Л' = — {Л [(11 - По) {X + у) + {Ц - lie) (Z 4- и)] + 
V 

+ 2В (Tio-Tl.) ( о - ® ) } ; 
(2.89) 

А' = г,,Л + г,рБ; 

- L {BUTi + r io ) (x - i / ) + (ri + r i e ) ( 2 - « ) l -
V 

— 2Л(т)о--'П,)(у + ш)}, 

В' = ГррВ + ГрЛ 

Здесь использованы обозначения 

л; = еоП ( т о [ас]) (nig [ас]); 

у = м^то [ас] (т1о be — iiea'-qc); 

z = 80 Т1 (acf; 

« = ео«Ч(ас)^ (2.90) 

V = 8ottiiTio(ac)-(bc); 

w == гопщ^ (ac)-(qc); 

V = (л + llo) (^ + I/) + (л + Че) (Z + ")• 
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Эти соотношения полностью решают задачу об опре-
делении амплитуд волн, отраженных на границе изотроп-
ной среды с одноосным прозрачным кристаллом. Благо-
даря инвариантной векторной форме они справедливы для 
произвольной ориентации бинормали, плоскости раздела 
и плоскости падения. Эти формулы имеют для одноосных 
кристаллов такое же фундаментальное значение, как и 
формулы Френеля для изотропных сред, и являются ре-
шением одной из основных задач кристаллооптики. 

Рассмотрим частный случай ориентировки кристалла, 
границы и плоскости падения, когда бинормаль с парал-
лельна плоскости раздела. При такой ориентации кри-
сталла и плоскости падения имеем Ь||с, ac = qc = 0, 
a[moc] =—Tlolal, me[ac] =т1е|а| , bc = mec= | a | . Уравнения 
(2.87) переЯишем в виде 

Ло) - А' (Т1 + -По) = 0; 

Л{г] — Г1,)|а| -- А' (т1 + Т1,)|а| + Ао (т1о — Це) ilo = 0; 
(2.91) 

{В — В') Т1 |а| — А,пг]1 = 0. 

Решение этой системы есть 

д , Л —Ло g , _ — ^ 
Т) + rio ' боЛЛе + пЦо 

(2.92) 
л„ _ л- л, в 

В этом частном случае между Це и tjo существует связь 
'Пе = Ло'У£е/ео. Предположим, что падающая волна линейно 
поляризована и ее электрический вектор колеблется пер-
пендикулярно плоскости падения (S = 0). Как видно из 
(2.92), отраженная и преломленная волны будут также 
линейно поляризованы в плоскости, перпендикулярной 
плоскости падения, т. е. в кристалле будет распростра-
няться только обыкновенная волна. Если же у4 = 0, то от-
раженная и преломленная волны будут поляризованы в 
плоскости падения, в кристалле распространяется только 
необыкновенная волна. Можно провести полный анализ 
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поведения отраженной и преломленных волн в зависимо-
сти от азимута колебаний падающей волны tg а,=Л/В. 

Полное решение задачи об отражении и преломлении 
электромагнитных волн в одноосных кристаллах, анализ 
этих решений, исследование вращения плоскости поляри-
зации при отражении, угол полной поляризации и т. д. 
даны Ф. И. Федоровым [6]. 

Ф. И. Федоровым показано, что универсальное соот-
ношение (2.34) для изотропных сред не имеет места для 
анизотропных кристаллов и оно может выполняться лишь 
в отдельных специальных случаях (для главной плоскости 
падения и для случая, когда бинормаль перпендикулярна 
плоскости падения). Им получено общее условие для уг-
ла полной поляризации при отражении от одноосных кри-
сталлов, справедливое при любых ориентациях границы 
раздела, бинормали и плоскости падения. Также показа-
но, что угол полной поляризации не существует, когда по-
казатель преломления изотропной среды по величине ле-
жит между показателями преломления обыкновенной и 
необыкновенной волн. Если же диэлектрическая прони-
цаемость изотропной среды является средним геометри-
ческим между ео и Ве, то вращение плоскости поляризации 
полностью отсутствует при отражении для всех углов па-
дения (при этом бинормаль параллельна плоскости раз-
дела и плоскость падения параллельна бинормали). 

В заключение этого параграфа укажем на основные 
закономерности полного внутреннего отражения от одно-
осного кристалла. Как и в случае изотропных сред, для 
полного внутреннего отражения необходимо, чтобы век-
тор рефракции одной или обеих волн, распространяющих-
ся внутри кристалла, стал комплексным. 

Для обыкновенной волны это приводит в соответствии 
с (2.84) к условию 

Во — а 2 < 0 , (2.93) 
которое ничем не отличается от аналогичного условия для 
изотропных сред sin^ 

Для необыкновенной волны полное внутреннее отра-
жение наступает при выполнении условия (см. (2.83), 
(2.84)) 

eoEeQeq — а е а ^ О . 
Отсюда можно записать условие для граничного угла 
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полного внутреннего отражения: 

KeoEeqeq — аеа == nieeq = 0. (2.94) 
Это означает, что граничные векторы нормали Пе необык-
новенной волны для всех азимутов падения лежат в од-
ной плоскости, перпендикулярной вектору eq . С другой 
стороны, так как вектор необыкновенного луча паралле-
лен вектору еШе, то этот вектор в соответствии с (2.94) 
должен быть параллелен поверхности раздела. 

2.7. ДЗУОСНЫЕ КРИСТАЛЛЫ 

Для описания оптических свойств кристаллов ромби-
ческой моноклинной и триклинной сингоний воспользуем-
ся методом построения поверхности волновых векторов. 
При этом мы исходим из трехосного эллипсоида оптиче-
ской индикатрисы = 1 с тремя различными вели-
чинами полуосей Уел;, Уву, fez (полагаем ех<еу<&х) • 

Для того чтобы получить представление о виде поверх-
ности, построим ее разрезы координатными плоскостями. 
Так, для того чтобы построить разрез, перпендикулярный 
оси у, т. е. плоскостью zx, поступаем следующим образом. 
Пересекаем эллипсоид оптической индикатрисы плоско-
стью yz\ отрезки, равные Уе^, Убг, откладываем по оси х. 
Поворачивая плоскость сечения эллипсоида оптической 
индикатрисы вокруг оси у, в сечении будем получать эл-
липсы с одной постоянной полуосью и другой переменной, 
принимающей значения от fez до минимальной Уе*. Таким 
образом в сечении поверхности волновых векторов полу-
чим окружность радиуса Уе^ и эллипс с полуосями yez, 
Убх. Аналогично строятся и два других сечения, перпенди-
кулярные осям X vi Z эллипсоида Форму сечений этой 
поверхности можно получить из уравнения нормалей 
(2.56). При сечении поверхности (2.56) плоскостью ху 
(т. е. считаем mz = 0) уравнение (2.56) распадается на два 

+ tnley — е^е^ = 0, гп̂  — = О, 
т. е. в сечении получаются окружность и эллипс 

гп'х , jr^ _ J ^2.95) 
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При ex>Ey>Ez окружность лежит внутри эллипса. При 
сечении поверхности (2.56) плоскостями xz {ту = 0) и 
yz {tnx = G>) также получаются окружности и эллипсы. 

Общий вид поверхности волновых векторов дан на 
рис. 2.9. Поверхность образована двумя оболочками, со-
прикасающимися в четырех точках, и обладает центром 
симметрии. В двух направлениях, идущих из начала ко-
ординат в эти точки, показатели преломления обеих волн 

Рис. 2.9. Волновые поверхности в двуосном кристалле 

В кристалле совпадают. Эти направления, следовательно, 
являются направлениями оптических осей, или бинорма-
лями, а кристаллы низших сингоний, начиная с ромбиче-
ской, двуосными. Этим направлениям соответствуют два 
нормальных к ним круговых сечения трехосного эллип-
соида (и таких сечений только два). Исходя из инвариант-
ного представления тензора Е таких кристаллов, можно 
доказать, что оптические оси кристалла совпадают с ося-
ми тензора Оптические оси составляют с осью г угол 

который можно найти, решая совместно уравнение эл-

липса h — = 1 и окружности = Отсюда 

имеем 
вг (ву • вд;) 1 / 2 

(2.96) 

Угол 2# между оптическими осями имеет важное ди-
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Т а б л . 2.3. Показатели преломления некоторых двуосных 
кристаллов 

Кристалл Формула «1 "г "s 

Нитрит натрия NaNOa 1,344 1,411 1,651 
Гипс СаЗО^-гНгО 1,520 1,523 1,530 
Арагонит СаСОз 1,530 1,680 1,685 
Мусковит Kal2 (ОН, F) (AlSigOio) 1,572 1,611 1,615 
Топаз AU Si04 Fa 1,619 1,620 1,627 
Барит BaSOj 1,636 1,637 1,648 
Бифталат калия KHCsH^O^ 1,651 1,654 1,489 
Йодноватая кислота НЮз 1,841 1,992 1,966 
Банан Ba2NaNb50ir, 2 ,322 2 ,320 2 ,218 

агностическое значение, являясь оптическим параметром 
кристалла. Заметим, что угол зависит лишь от отношений 
I^x/Bz, Zyl&z-

Показатели преломления некоторых двуосных кррг-
сталлов приведены в табл. 2.3. 

Вид поверхности векторов рефракций показывает, что 
в двуосных кристаллах фазовые скорости обеих волн за-
висят от направления волновой нормали. Они могут быть 
найдены из уравнения нормалей Френеля. Для его упро-
щ,ения направление волнового вектора задают не направ-
ляющими косинусами углов Пх, Пу, п^ с главными осями 
тензора диэлектрической проницаемости, как мы это де-
лали раньше, а двумя углами ф1 и фа, которые волновой 
вектор составляет с оптическими осями кристалла. Поль-
зуясь таким заданием, можно, например, получить про-
стое выражение, определяющее разность показателей 
преломления двух изонормальных волн, распространя-
юш,ихся в кристалле по этому направлению: 

1 1 

( п Г ( п у 
1 1 

sin Ф151п Фа- (2.97) 

Вопрос о направлении колебаний волн (направлении 
векторов D) в двуосном кристалле решается теоремой 
Френеля, согласно которой направления колебаний све-
товых волн с волновой нормалью п являются биссектри-
сами углов между следами на плоскости, перпендикуляр-
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ной вектору п двух плоскостей, каждая из которых со-
держит вектор и одну из оптических осей. В самом деле, 
пусть п' и п" — полуоси эллипса сечения эллипсоида-тен-
зора г^^ (оптической индикатрисы) плоскостью, перпен-
дикулярной вектору п (рис. 2.10), а диаметр А'А' — ли-
ния пересечения этого сечения с круговым сечением эл-
липсоида. Проводим в плоскости эллиптического сечения 
диаметр N'N', перпендикулярный Л'Л'. Ясно, что п, Nc, 

Рис. 2.10. К выводу теоремы Френеля о поляризации собственных 
волн в двуосном кристалле 

N'N' лежат в одной плоскости, перпендикулярной А'А'. 
Аналогичное построение может быть выполнено и для 
другого кругового сечения и другой оптической оси. Пос-
ле такого построения в плоскости эллиптического сечения 
мы будем иметь два равных диаметра А'А' и Л"Л"-(как 
диаметры круговых сечений), лежащих по разные сторо-
ны от полуоси эллипса п'. Значит, п' делит пополам угол 
между ними, а так как A'A'A_N'N' и A"A"±N"N", то п' 
есть биссектриса и угла между N'N' и N"N". Таким об-
разом, геометрические построения с помощью индикатри-
сы позволили выяснить важный вопрос о направлениях 
поляризации собственных волн в двуосных кристаллах. 
Все, что касается лучей и векторов Е, может быть полу-
чено аналогичным образом из эллипсоида Френеля на ос-
новании принципа двойственности в кристаллооптике. 

Строенйё оптических поверхностей вблизи выходов 
бинормалей и бирадиалей обладает особенностями, ко-
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торые обусловливают весьма интересные явления, нося-
щие название внутренней и внешней конических рефрак-
ций. К краткому описанию этих оптических явлений, ха-
рактерных именно для двуосных кристаллов, мы и пере-
ходим. 

На рис. 2.11 изображено сечение волновой поверхно-
сти плоскостью XZ, в которой лежит бирадиаль. Каждому 
такому направлению, т. е. бирадиали, соответствует бес-

Рис. 2.11. Внешняя коническая рефракция (а) и схема наблюдения 
внешней конической рефракции (б), SS — направление бирадиали 

кристалла. Направления колебаний указаны стрелкой 

конечное множество волновых векторов, направления ко-
торых заполняют целый конус (конус внешней конической 
рефракции). Треугольник АОВ на рис. 2.11, а — сечение 
этого конуса. 

При наблюдении под микроскопом внешней кониче-
ской рефракции (рис. 2.11,6) на пластинку, вырезанную 
из двуосного кристалла перпендикулярно одной из бира-
диалей, направляют сходящийся пучок света так, чтобы 
фокус пучка оказался на поверхности пластинки. Другую 
поверхность закрывают диафрагмой с отверстием напро-
тив фокуса падающего пучка. Среди сходящихся лучей 
падающего пучка всегда найдется такой, волновой вектор 
которого после преломления пойдет в кристалле по на-
правлению OA. Поэтому по ON идет луч, сопряженный 
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волновому вектору, направленному по OA. В кристалле 
вдоль бирадиали распространяются лучи, нормали кото-
рых расположены по образующим конуса (конуе внеш-
ней конической рефракции с углом раствора i^): 

(2.98) 

На рис. 2.12 изображено сечение лучевой поверхности 
плоскостью XZ, в которой лежит бинормаль. Направле-

1 
1 

ЛучеВаи 
поверхность 

В' J 

0 

Рис. 2.12. Внутренняя коническая рефракция (а) , схема наблюдения 
внутренней конической рефракции (б), 0 0 — направление оптической 
оси кристалла. Черточками и точками показаны направления коле-

баний 

нию оптической оси (бинормали) соответствует целый 
конус лучевых векторов. Треугольник А'ОБ' (рис. 
2.12, а) — сечение этого конуса (конус внутренней кони-
ческой рефракции). Угол раствора конуса для внут-
ренней конической рефракции определяется из выраже-
ния 

= (2.99) 

При наблюдении внутренней конической рефракции 
(рис. 2.12, б) пластинку из двуосного кристалла вырезают 
перпендикулярно одной из оптических осей. Поверхность 
пластинки закрывают диафрагмой с малым отверстием. 
Направляя на кристалл узкий параллельный пучок све-
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та, внутри кристалла получают полый конус лучей, кото-
рые по выходе из пластинки распределены по окружно-
сти. На экране, параллельном кристаллической пластин-
ке, должно наблюдаться яркое круглое кольцо. В реаль-
ном эксперименте используются пучки с конечной угловой 
апертурой. На выходе свет распространяется по поверх-
ности конуса, угол раствора которого вследствие прелом-
ления будет больше, чем ij). В этом случае в реальном 
эксперименте наблюдаются два светлых кольца, разде-
ленные темным. 

Объяснение этого явления заключается в том, что при 
небольшом отклонении от бинормали появляется, обычное 
двупреломление и возникающие лучи немного отклоня-
ются от конуса внутренней рефракции внутрь или нару-
жу. Эти лучи и дают на экране два кольца. Интенсив-
ность в них гораздо выше, чем в направлении, строго со-
ответствующем бинормали. Плоскость поляризации зани-
мает различные положения для лучей конуса. 

Коническая рефракция была теоретически предсказа-
на В. Гамильтоном (1832 г.) и экспериментально обнару-
жена через год Ллойдом на кристаллах арагонита = 
= 1°52"), что еще больше послужило признанию волновой 
теории света Френеля. 



Г л а в а 3 

ИНТЕРФЕРЕНЦИЯ ПОЛЯРИЗОВАННЫХ 
СВЕТОВЫХ ВОЛН В КРИСТАЛЛАХ 

3.1. ГРАНИЧНАЯ ЗАДАЧА О ПРОХОЖДЕНИИ СВЕТА 
ЧЕРЕЗ КРИСТАЛЛИЧЕСКУЮ ПЛАСТИНКУ 

В предыдущих главах решена краевая задача о пре-
ломлении световых волн на плоской поверхности полубес-
конечной анизотропной среды. В действительности мы 
имеем дело с конечными объектами, прежде всего с пла-
стинками, вырезанными из кристаллов. Поэтому одной из 
основных задач кристаллооптики нужно считать задачу 
о прохождении света через кристаллическую пластинку — 
граничную задачу. Решать ее можно приближенно и 
точно. 

При точном решении нужно учитывать все отражения 
от обеих поверхностей пластинки. Начнем опять со случая 
кубических (изотропных) кристаллов. Пусть на плоско-
параллельную пластинку толщиной d падает линейно по-
ляризованный свет под углом ср (рис. 3.1, а). Покажем, 
как она решается в [3] по методике, предложенной Друде. 

Запишем решение для случая, когда падающая волна 
поляризована в плоскости падения (р-компонента), ана-
логичным образом запишется решение и для плоскости, 
перпендикулярной к плоскости падения (s-компонента). 
Предположим, что интенсивность падающей волны равна 
В. Когда падающая волна попадает на кристалл, то часть 
ее отражается обратно в среду, а часть преломляется в 
кристалл. Формулы для отражения и пропускания на гра-
нице среда—изотропный кристалл были приведены в гла-
ве 2 (см. 2.18, 2.19). Волна в кристалле многократно от-
ражается на первой и второй гранях пластинки, образуя 
ряды плоских волн. 

Обозначим коэффициенты отражения через Вгои '"ю, 
Г12 и коэффициенты пропускания BUu tio, 1̂2 на соот-
ветствующих границах пластинки. Комплексные ампли-
туды волн, отраженных от пластинки, можно записать 
в виде 

Вгог, UAori^e-''-^-, (3.1) 
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Для прошедших волн соответственно имеем 

Btoitue-^^, Btoihiriori^e-'^^. 

Разность фаз равна 

л а; А = Ni cos Ф1, 

(3.2) 

(3.3) 

где — показатель преломления кристалла, ф — угол 
между нормалью к пластинке и преломленной волной. 

а 
г 

2(т*1)п 
Рис. 3.1. Отражение и пропускание волны в плоскопараллельной пла-

стинке (а): 
Ф — угол падения, ф ' — угол отражения, ф, — угол преломления, d — 
толщина пластинки. Зависимость пропускательной способности пла-
стинки от разности фаз при различных значениях коэффициента от-

ражения (б): ; — = 0,046; 2 — 0,87 [3] 
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Складывая все волны, получаем геометрическую прог-
рессию, суммирование которой определяет амплитуду от-
раженной волны В': 

+ . ' (3.4) 
В 1 -Ь 

Для амплитуды прошедшей волны аналогично полу-
чаем 

= (3.5) 

Выражения (3.4) и (3.5) будут одинаковы для р- и s-
компонент с соответствующими коэффициентами отраже-
ния и пропускания. Запишем эти коэффициенты для пер-
вой и второй граней пластинки для р-компонент (для 
прозрачных кристаллов, которые и рассматриваются з 
этом параграфе, N = n, iVi = «i, N2=1x2): 

iVi cos ф — jV cos Ф1 
Nx cos Ф + N cos Ф1 

2N cos Ф . 
cos Ф + Л/ cos Ф1 

N^cos, Ф1 — N1 cos Ф2 (3.6) 
Л/2 cos Ф1 + iVi cos Ф2 ' 

cos Ф1 

''oip — 

toip — 

— 

и для s-компонент: 

'"ois = 

Uls = 

02s — 

COS Ф1 + N^ COS Ф2 

N COS (f — Ni cos Ф1 
Л/ COS Ф -f N1 cos Ф1 

2N cos Ф . 
Л̂  cos Ф + N1 cos Ф1 

N1 cos фх — N2 cos Фа (3.7) 
cos Фх -t- N2 cos Фа 

2Л?1С08ф1 
iVi cos Фх + N2 cos Ф2 

Величины |Гр|2 и \tp\^ определяют отношения интен-
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сивнвсти отраженного и прошедшего света к интенсивно-
сти падающего света и, следовательно, отражательную и 
пропускательную способности пластинки. Из (3.4), (3.5) 
можно получить 

р 1.12 Г 0 1 2 Г О 1 Г 1 2 С 0 5 2Д 
Ар — 1Гр| — ;—̂  2" -

1 + /"О! + г Ь + 2ГО1Г12 cos 2 ^ 

(3.8) 

т I/ 12 _ Л^гСОЗфа 0̂1̂ 12 1 р — \1р\ — 
iV COS ф 1 + Г01 + + 2Го1Г12 cos 2А 

Если вектор Е падающей волны с амплитудой Ло об-
разует с плоскостью падения угол а, то в этом случае 

Л = Ло81па, B = ^ o c o s a (3.9) 

и соответственно имеем 

R = Rj,cos ' 'a + RsSiri 'a. (3.10) 

Если показатели преломления среды, окружающей 
пластинку, одинаковые (N = N2), то /'01 = —Г12 и отража-
тельная и пропускательная способности поверхностей 
пластинки соответственно равны Ro = rl^ Tq= 
••=to\t\2. Тогда из (3.8) получаем 

Кр = 
(1—r2) + 4r2sin2A 

( 1 -
(1 —/-2)2 + 4r2sin2 А 

(3.11) 

Как и должно быть, Rf^-\-To=\ и Rp+Tp = \. R-\-T=\. 
Эти формулы (3.11) известны под названием формул 
Эйри и были получены в 1833 г. Они показывают, что ин-
тенсивность отраженного и прошедшего света осциллиру-
ет при изменении разности фаз А. Как видно из (3.8) — 
(3.11), R и Т зависят от толщины пластинки d и от угла 
преломления фь Наибольшее значение получается 

при А = я (9- | -— ), где — целое число, при этом Г = 0. 
2 
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При А = я(7 достигается минимальное значение R и мак-
симальное Т. 

На рис. 3.1, б показана зависимость Тр от Л при раз-
личных значениях R. 

Интерференционная картина в отраженном свете 
имеет вид узких темных полос на светлом фоне. Причем 
резкость полос зависит от отражательной способности 
поверхности пластинки: чем она больше, тем более рез-
кие интерференционные полосы. 

При нормальном падении мы имеем 

= (3.12) 

и, следовательно, если показатели преломления окружа-
ющей среды с обеих сторон пластинки одинаковы N = N2, 
то 

^ 4 (NNif + iN — Nif sin^ Д 
(3.13) 

4 {NNif 
Г = 

4(yViVi) + (Л/ —iVO'sin'A 

Видно, что при N2d = 'kH, ЗХ/4... отражательная способ-
ность пластинки достигает максимальной величины и 

R = {N^ N,fl{N + N^f, Т = 4 (NN,yi{N + N^f. 

Интерференционные эффекты в кристаллах, особенно 
в тонких пленках, находят широкое применение, начиная 
с покрытия тонкими пленками различных оптических уст-
ройств и кончая созданием различных интерферометров 
[13]. 

Безусловно, все будет гораздо сложнее, если свет про-
ходит через пластинку, вырезанную из анизотропного 
кристалла. Такую задачу удобнее решать ковариантным 
методом и решение ее приведено в [16]. В общем виде 
оно довольно громоздкое, поэтому здесь приведем только 
решение в случае нормального падения света на кристалл 
[17 . 

Тадающую волну в среде с показателем преломления 
п запишем в виде 
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Е = (Л Ci + 5 Сг) е'ф; 
(3.14) 

Н = П (Л С2 — В CI) Е'Ф, 

где Ci, С2 — два единичных отрогональных вектора, рас-
положенных в направлении поляризации двух волн, рас-
пространяющихся в кристалле (cic2 = 0). В одноосных 
кристаллах c i = [ c n ] , С2 = С, с — единичный вектор в на-
правлении оптической оси. 

Отраженную волну естественно искать в таком же ви-
де. Амплитудные коэффициенты для нее обозначим Л' 
и В'. 

В кристалле распространяются две преломленные 
волны с показателями преломления пх и Пг, выражения 
для них получены в § 2.5, их можно записать в виде 

El = Ai Ci е'-р.. Hi = Aiti^ [nc j 
(3.15) 

Ea = Л2 C2 H2 = A^n^ [nCa] 

Описание двух волн, отраженных от нижней грани, 
получается, если провести формальную замену п ^ — п , 
Ai-^A^, Az-^A'^. Прошедшая волна записывается в таком 
же виде, как падающая и отраженная, только с амплиту-
дами Лз и Вз. 

Для всех волн ф;= (т,т—t) с соответствующим по-
с 

казателем преломления я,-. Подставляем выражения для 
всех волн в граничные условия на первой грани (nir = 0) 
и на второй (m,r = «,G?) (1.27), (1.28). В результате из 4 
векторных уравнений получаем 8 скалярных линейных 
уравнений. Решая эту систему, получаем выражения для 
амплитуд преломленных (Ль Лг), отраженных (Л', В') и 
прошедших (Лз, Вз) волн. Для Л', В' и Лз, В3 они имеют 
вид 

(«1 — nf — («1 + nf 

(«2 — nf — («2 + nf 

(3.16) 
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Апп^&'с 
— nf - («1 + nf 

•А-, 

Апп^е'^!' 
(3.17) 

(«2 — nf e'f^ — («2 + nf 
-B . 

В случае нормального падения на бесконечную кри-
сталлическую пластинку = = а для А' и В' полу-

Рис. 3.2. К интерференции поляризованных волн в кристаллической 
пластинке, расположенной между поляризатором и анализатором 

чим выражения из (3.16), отбросив члены, ответственные 
за многократные отражения, пропорциональные e'f^, е'^'к 

щ — п 

Mi + n 
А, В' = 

Щ + п 
-В. (3.18) 

Полученные выражения полностью решают задачу 
о прохождении света через двупреломляющую пластинку 
с учетом многократных отражений. Как было сказано, 
отношения r ' = A' jB' и г̂  — Аз/В^ позволяют вычислить и 
азимут и эллиптичность отраженной и прошедхией волн. 

Приближенное решение задачи означает пренебреже-
ние многократными отражениями, т. е. решение без учета 
многолучевой интерференции. Покажем, как можно полу-
чить приближенное решение методом сложения собствен-
ных волн, распространяющихся в кристалле. Их можно 
записать в таком же виде, как в (3.15) записано для Ei и 
Ег. 

Линейно поляризованную волну, падающую на пла-
стинку с азимутом а {а — угол между направлением по-
ляризации падающей волны и ортом Сг), можно разло-
жить на две составляющие (I и II) , соответствующие 
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двум преломленным собственным волнам (рис. 3,2): 
Е = (Л ci е'-р» + В Са e'f^) (3.19) 

При гп^г == ШаГ = О 
А = ^osin а; 
B = AoCosa; (3.20) 

Е = Ло (Ci sin а + С2 cos а) е'ф. 
Волна, вышедшая из пластинки, получается в резуль-

тате сложения собственных волн на второй грани кри-
сталла, где nr = d, и 

+ (3.21) 
В результате для амплитуд прошедшей волны полу-

чаем следующие выражения: 
Аз = Вз = Ве'^к (3.22) 

3.2. ПОЛЯРИЗАЦИЯ И ИНТЕНСИВНОСТЬ СВЕТА, 
ПРОШЕДШЕГО ЧЕРЕЗ ПЛАСТИНКУ (ИССЛЕДОВАНИЕ КРИСТАЛЛОВ 
В ПАРАЛЛЕЛЬНОМ СВЕТЕ) 

Проанализируем полученные выражения сначала без 
учета многолучевой интерференции. Затем посмотрим, 
какие изменения вносит многолучевая интерференция и в 
каких случаях ее необходимо учитывать. Из (3.22) полу-
чаем для отношения амплитуд 

= ^ = (3.23) 
Вз В 

где А = ф^ — ф2 == («1 — щ) — разность фаз, («i — 
К 

— «2) — двупреломление, г^ = tga = А/В — азимут падаю-
щего света. 

Подставляя (3.23) в (1.51), получаем выражения для 
азимута % и эллиптичности bla = igy прошедшего света 
без учета многолучевой интерференции: 

t g2x = tg 2а cos А; 
(3.24) 

sin 2^ = sin 2а sin А. 
Из полученных выражений видно, что в общем слу-
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чае, если на пластинку падает линейно поляризованный 
свет, то благодаря разности фаз Д выходящий свет эллип-
тически поляризован (sin 2 у ^ 0 ) и азимут большей оси 
эллипса поляризации повернут на некоторый угол отно-
сительно азимута падающего света х ф а . Если разность 
фаз А=1(2<7+1)Л, ТО разность хода Г==4(«1—«2) = (2^-F 

Л 
+ 1)—• В этом случае падающий линейно поляризован-
ный свет остается линейно поляризованным (sin 27 = 0) , 
но плоскость поляризации испытывает зеркальный пово-
рот и поворачивается на 90° при диагональном положении 
пластинки, так что г = —го и х = — Т а к и е пластинки на-
зываются пластинками в полволны, или пластинками 
«Я/2». 

Если разность фаз А = ( 2 ( 7 - f l ) ^ , то cf(ni—«2) = 

= (2(/+1) — . В этом, случае свет будет эллиптически по-
4 

ляризованным sin 2у= ± s i n 2а. Если а = 45°, т. е. пластин-
ка стоит в диагональном положении, то выщедший свет 
оказывается циркулярно поляризованным. Такие пластин-
ки, у которых разность фаз равна ( 2 ^ + 1 ) я/2, называются 
четвертьволновыми, или пластинками «1/4». При враще-
нии пластинки или поляризатора вокруг оси, нормальной 
к поверхности четвертьволновой пластинки, можно полу-
чить все формы эллиптической поляризации, включая и 
предельные — линейную и циркулярную. При этом нап-
равления главных осей эллипсов колебаний остаются не-
изменными — параллельными главным осям пластинки 
«к/4». Полуволновые и четвертьволновые кристалличе-
ские пластинки находят широкое применение в различных 
устройствах. 

Вычислим интенсивность света, прошедщего через 
пластинку, а затем через анализатор, плоскость колеба-
ний которого составляет угол р по отношению к направ-
лению Сг (рис. 3.2). На выходе из анализатора получа-
ется линейно поляризованная волна 

Е4== ( Л з з т р + ВзС05р)ре'Ч', (3.25) 
где р — единичный вектор направления колебания векто-
ра Е4 в анализаторе. 



3.2. Поляризация и интенсивность света 89 

Интенсивность света, прошедшего через поляризатор, 
пластинку и анализатор, равна 

cos2(a —р) — s i n 2 a s i n 2 p s i n 2 — i . (3.26) / = = I о 

Эту формулу можно также получить, раскладывая па-
даюш,ее излучение I на колебания в пластинке по осям 
Ci и Сг и складывая прошедшие волны по направлению 
анализатора II. Обозначая т = а—р, угол между направ-
лениями колебаний в поляризаторе и анализаторе (3.26) 
можно записать в виде 

/ ( а + cos 4а + sin 4а), (3.27) 
4 

где а = 2 + (1 + cos А) C O S T , Ci = (1—cos А) cos 2т, Ca = 
= —̂  (1 — cos Д) sin 2т. 

Если поляризатор и анализатор расположены парал-
лельно друг другу т = 0, то а = р и интенсивность /Ц равна 

/ ii = /о (1 - sin^ 2а sin^ А \ = (а л + с ц cos 4а). (3.28) 
2 4 

Если поляризаторы скрещены, то т = а—р = 90° и 

/jL = /osin® 2asin2 А = А . с^ cos 4а), (3.29) 
2 4 

где a | , = i ( 3 + c o s А), ajL=Cj^ = C||=i(l—cos A). 
Если пластинка расположена под углом 45° к поля-

ризатору, т. е. направления колебаний собственных волн 
составляют угол 45° с направлениями колебаний в анали-
заторе (диагональное положение пластинки), то в случае 
параллельных и скрещенных поляризаторе и анализаторе 
имеем 

/ II = /о cos^ А , == sin^ А . (3.30) 

проследим основные закономерности в изменении ин-
тенсивности света, прошедшего через поляризатор, дву-
преломляющую пластинку и анализатор. В выражении 
(3.26) первое слагаемое, не зависящее от длины волны h. 
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названо А. В. Шубниковым белой компонентой, а второе, 
которым учитываются интерференционные эффекты,— 
цветной [10]. Если пластинка кристалла изотропна или 
анизотропна, но ориентирована так, что разность фаз 
А = 0 (свет распространяется вдоль оптической оси кри-
сталла), то (3.26) дает 

/ = / o c o s 2 ( a —Р). 

открытый 

(3.31) 

французским Это известный закон Малюса, 
ученым в 1810 г. 

Чаще всего интерференционные явления в пластинке 
наблюдаются или в скрещенных, или в параллельных по-
ляризаторе и анализаторе. При вращении кристалла во-
круг нормали к пластинке интенсивности /Ц И /_L будут 
изменяться согласно (3.28) и (3.29). При скрещенных 
поляризаторах белая компонента исчезает и пропускание 
полностью определяется цветной компонентой. При пол-

V 

\ А ' ^ / \ . * \ 1 ^ 1 
\ ' ч \ 

1 * / 
' ^ / \ 1 > / \ \ ' ч \ ' » / 
/ Ч и W \ ч 

\ А \ \ / ^ 1 \ /V S \ j \ \ / * 
' \ л , . V.,, ,у, 

\ / > 
\ / ^ 
\/ ^ 

-/5 30 155 а.гроЗ 

Рис. 3.3. Зависимость интенсивности света / ( а ) от угла поворота 
пластинки а : 

а — Д = 30° ( / ) , 60 (2); б — Д = 9 0 ' ' ; в — 1 2 0 ; г — 1 8 0 . Сплошная ли-
ния — поляризаторы параллельны, штриховая — скрещены 



3.2. Поляризация и интенсивность света 91 

НОМ повороте пластинка будет четыре раза погасать пол-
ностью и четыре раза просветляться. При вращении пла-
стинки между параллельными поляризаторами ее окраска 
будет дополнительной к соответствующей окраске при 
скрещенных поляризаторах. При а = 0, 90°, 180°, 360° 
окраска пластинки становится белой. На рис. 3.3 показа-
ны зависимости I\i{a) и 1±{а) для нескольких значений А. 
Как видно, экстремальные значения / ( а ) зависят от А и, 
следовательно, от величины двупреломления. 

При вращении анализатора белая компонента два ра-
за должна обращаться в нуль и два раза проходить через 
максимум. Цветная компонента должна четыре раза при-
нимать экстремальные значения и четыре раза принимать 
нулевое значение (рис. 3.4). Эти особые точки совпадут, 
если пластинка находится в диагональном положении, 
когда а = 45°. При повороте поляризатора на 360° пла-
стинка будет четыре раза изменять свою насыщенную 
окраску на дополнительную. 

Если пластинка находится в определенном положении 
между поляризаторами и изменяется длина волны пада-
ющего света, то будет наблюдаться осциллирующая за-
висимость функции / = / ( Я ) , т. е. будет изменяться раз-
ность фаз А. Для примера на рис. 3.5, а приведена зависи-
мость пропускания Т = ///о для пластинки, расположенной 
между параллельными поляризаторами. 

При наблюдении интерференции в белом свете систе-

JSC в.граа 

Рис. 3.4. Белая ( / ) и цветная (2) компоненты пропускания света в 
зависимости от поворота анализатора ( а = 60°, Д = 120°) 
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ма поляризатор—кристалл—анализатор фактически иг-
рает роль светофильтра с кривой пропускания кото-
рой и определяется видимый цвет пластинки. На рис. 3.5, б 
приведены значения пропускания Т {к) для различных 
разностей хода Г = с/(п2—«О - Как видно, с изменением Г 
величина пропускания изменяется тем резче, чем больше 
Г. При увеличении разности хода Г происходит смещение 
экстремумов в сторону больших длин волн и соответст-
венно окраска пластинки при наблюдении в белом свете 
изменяется от фиолетовой к красной. В целом смена цве-
тов носит приблизительно периодический характер, а пе-

•• т,Х 

ьо 

20 

son <(Sjr 

се: 

4fjr Ш 

068 от on Д.мкм 

Qfi ;\.мкм 

Рис. 3.5. Зависимости пропускания света Г (Л) от длины волны для 
пластинки в диагональном положении, расположенной между парал-
лельными поляризатором и анализатором (а), для пластинок с раз-

личной разностью хода (б): 
/ — d(«2—fi i )=0 ,9 мкм; 2 — 1 , 1 
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Т а б л . 3.1. Интерференционные цвета кристаллических пластинок 
в функции разности хода 

Порядок 
цвета 

Разность 
хода, мкм 

Поляризаторы 
Порядок 

цвета 
Разность 

хода, мкм скрещенные параллельные 

0 Черный Белый 
0 ,100 Серый Светло-желтый 
0 ,260 Белый Красный 

I 0 ,300 Желтый Фиолетовый 
0 ,450 Бурый Голубой 
0 ,500 Оранжевый Голубой 
0 ,550 Красный I Светло-зеленый 

0 ,575 Фиолетовый Желто-зеленый 
0 ,590 Индиго Желтый 
0 ,700 Голубой Оранжевый 

т т 0 ,800 Зеленый Красный 11 0,850 Желто-зеленый Фиолетовый 
0 ,910 Желтый Индиго 
0 ,950 Оранжевый Голубой 
1,100 Красный II Зеленый 

1,130 Фиолетовый Желто-зеленый 
1,150 Индиго Желтый 
1,330 Аквамариновый Красный 

I I I 1,430 Желто-зеленый Фиолетовый 
1,500 Мясо-красный Аквамариновый 
1,530 Красный III Зеленый 
1,650 Светло-фиолетовый Светло-желто-зеленый 

1,710 Светло-зеленый Розовый 
IV 2 ,000 Светло-серый Светло-серый 

2 ,050 Розовый Светло-красный 

риоды носят название порядков. Наблюдаемое чередова-
ние цветов при скрещенных и параллельных поляризато-
рах показано в табл. 3.1 [10]. 

Резкая смена окраски наблюдается на границах меж-
ду I и II порядками. При очень небольшом повышении 
или понижении разности хода фиолетовый оттенок пере-
ходит или в синий, или в красный. Пластинки, вырезан-
ные из кристаллов гипса или кварца, имеющие в скрещен-
ных поляризаторах «чувствительный» фиолетовый отте-
нок (А = 0,575 мкм), используются для выявления малых 
разностей хода. При диагностике кристаллов о величине 
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•двупреломления судят по интерференционным окраскам 
пластинок равной толщины. 

В заключение следует еще отметить, что наблюда-
ющиеся визуально-интерференционные окраски фактиче-
ски определяются не только кривыми Т{%), но и спект-
ральным составом источника света. 

Итак, главным отличием пластинок, изготовленных из 
изотропных (кубических) кристаллов, от анизотропных 
при их наблюдении в скрещенных поляризаторах явля-
ется то, что изотропные пластинки остаются погашенны-
ми, а анизотропные просветляются и гасятся при их пово-
роте. Наблюдения погасания кристаллов дают возмож-
ность различать кристаллы триклинной и моноклинной 
сингоний от кристаллов более высокой симметрии. По-
скольку ориентировка главных осей и плоскостей в кри-
сталлах ромбической и более высокой симметрии полно-
стью определена их симметрией (см. 1.6), погасание таких 
кристаллов должно быть прямым, т. е. совпадать с на-
правлением проекции осей симметрии на плоскость пла-
стинки (об этом можно судить и по морфологическим 
признакам). Для триклинных и моноклинных кристаллов 
(при произвольном срезе) направление погасания не сов-

падает в общем сл)'чае с какими-либо кристаллографиче-
скими направлениями, этот случай называют косым пога-
санием. 
3.3. УЧЕТ МНОГОЛУЧЕВОЙ ИНТЕРФЕРЕНЦИИ 
В КРИСТАЛЛИЧЕСКИХ ПЛАСТИНКАХ 

Проследим, какое влияние оказывает многолучевая ин-
терференция на поляризацию прошедшего через пластин-
ку света. Из точного решения граничной задачи для отно-
шения комплексных амплитуд Л3/В3 в случае одноосных 
кристаллов из (3.17) имеем [17] 

(3.32) 
„ til — п _ п^ — п . 2nd , , 

где р1 = , . = —— («1—"а), Ф1,2 = 
П1-\-П П2 + п А 

2nd 
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При небольших двупреломлениях (3.32) можно пред-
ставить в виде 

Го = 

Коэффициент К, учитывающий многолучевую интерфе-
ренцию, является комплексной величиной. Это указывает 
на то, что в действительности характер поляризации про-
шедшего света, кроме количественных, имеет и принципи-
альные отличия от результатов приближенного рассмот-
рения (см. (3.23)). Так, например, мы знаем, что пластин-
ка в полволны V2 без учета многолучевой интерференции 
осуществляет зеркальный поворот плоскости поляризации 
падающего линейно поляризованного излучения, т. е. 
Гз = —Го (см. (3.23)). В действительности с учетом много-
лучевой интерференции это требование осуществляется 
при выполнении одновременно двух соотношений для ве-
щественной и мнимой частей исходного равенства. Они 
получаются п )и условии Гз =—Гс, накладываемом на урав-
нение (3.32) [17]: 

sin (ф1 — фг) {щ — п )̂ (п^п^ — п )̂ 
sin (ф1 + фз) («2 + «l) + п )̂ 

cos (ф1 — Фа) { 4п1П2 + ('!? + п^) {111 + п') + (3.33) 

- cos (Ф1 -f фг) [4п1П2 — (П1 + п )̂ {п1 + п^)]} = 

[("1 + п')" + - - n^Y — 2 {ni + n^Y cos 2ф1]. 
2ni 

Полученная система уравнений не имеет общего реше-
ния для нахождения одного неизвестного (толщины пла-
стинки d) и, значит, строго говоря, не существует опера-
тора зеркального поворота. Поворот можно осуществить 
лишь приближенно. В результате значения корней урав-
нения (3.33) можно получить только путем численного 
расчета на ЭВМ. Причем из первого уравнения получа-
ется одно значение толщины, а из второго — довольно 
много. Наглядно это показано на рис. 3.6. При малом дву-
преломлении член, характеризующий многолучевую ин-
терференцию, обращается в нуль. Поэтому в фазовых 
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пластинках V2 многолучевая интерференция в самой фа-
зовой пластинке в лределах погрешностей (»0,01°) не 
сказывается [18]. 

Исходя из (3.32), получим выражения для расчета 
параметров фазовых пластинок Х/4, используемых в ка-
честве циркулярного поляризатора. Из условия Г з = ± 1 
получаем 

С05(ф1-ф2) _ р' 

(3.34) 

^ _ ^ + + cos 2щ] 

Толщина пластинки d определяется путем численного 
решения первого уравнения (3.34). Азимут падающего на 
пластинку линейно поляризованного света, при котором 
выходящее из нее излучение становится поляризованным 
по кругу, находится подстановкой d̂  во второе уравнение 
(3.34) и вычислением угла a = a r c t g r o . Как показывают 
вычисления, пластинка Л/4 реализуется ансамблем свя-
занных между собой пар значений d, и го,-. Корнями урав-
нения (3.34) являются абсциссы точек пересечения двух 
косинусоид различных амплитуд и периодов. На рис. 
3.7, а видны области существования корней уравнения 
(3.34). На рис. 3.7,6 показано отклонение от круговой 
поляризации для значений d в области существования 
корней [18]. 

При рассмотрении четвертьволновых пластинок, пред-
назначенных для получения циркулярно поляризованного 
света с учетом многолучевой интерференции, выясняется, 

Рис. 3.6. Геометрическая интерпретация уравнений (3.33) для случая 
фазовой пластинки XI2 
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ЧТО их толщина и азимут падающего излучения должны 
быть определенным образом связаны между собой. Име-
ется множество пар таких значений d,- и а». 

Многолучевая интерференция проявляется в виде ос-
цилляций интенсивности проходящего через пластинку 

ш ш 
2JR X 

CI/6-t 

tf.MKM 

Рис. 3.7. Геометрическая интерпретация уравнений (3.34) для случая 
фазовой пластинки k / i (а); отклонение эллиптичности 6/а прошедшего 
света от циркулярной поляризации (6/а—1) в зависимости от толщи-
ны пластинки (б) и отклонение азимута падающего света от я/4 в 

зависимости от толщины пластинки (в) 

4. Зак. 672 
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света при ее наклонах или изменении длины волны па-
дающего излучения, сходных со случаем оптически изо-
тропных сред. 

3,4. НАБЛЮДЕНИЕ КРИСТАЛЛОВ 

В СХОДЯЩЕМСЯ СВЕТЕ (КОНОСКОПИЯ) 

При рассмотрении интерференции света в кристалли-
ческих пластинках падающий свет считался состоящим из 
параллельных пучков. При этом и вся картина интерфе-
ренции, локализованная на бесконечности (цвета интер-
ференции), была однородной для всей пластинки. При 
наблюдении кристаллических пластинок в сходящемся 
свете однородность поля интерференции уже не имеет 
места и наблюдаются некоторые интерференционные кар-
тины, так называемые коноскопические фигуры. 

Для наблюдения коноскопических фигур кристалличе-
скую пластинку обычно помещают на столик поляризаци-
онного микроскопа при скрещенных или параллельных 
поляризаторах. При освещении сходящимся светом в 
каждой точке фокальной плоскости объектива сходятся 
параллельные пучки падающего света. Каждому направ-
лению падающего света в кристалле соответствуют две 
преломленные световые волны с углами преломления ср' 
и ф", распространяющиеся в кристалле с различными ско-
ростями. Направления световых колебаний этих волн 
взаимно ортогональны. После прохождения через кри-
сталл волны приобретут некоторую разность фаз главным 
образом за счет разности показателей преломления Иь Пг, 
а также за счет разного геометрического пути. Назначе-
ние анализатора состоит в том, чтобы выделить световые 
колебания по одному направлению и тем самым обеспе-
чить условие интерференции (т. е. отличное от нуля зна-
чение интерференционного члена Е1Е2 (черта означает 
среднее по времени)). Поляризатор нужен для того, что-
бы сделать картину интерференции стационарной во вре-
мени. 

Таким образом, в фокальной плоскости объектива бу-
дет локализована некоторая картина интерференции. Ее 
можно наблюдать либо вообще без окуляра, либо с по-
мощью вспомогательной линзы (линзы Бертрана). Если 
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считать двупреломление слабым, то разность фаз опре-
деляется выражением 

2nd {rii — «2) А = 
Хо cos фе 

где d — толщина пластинки; фс — средний угол прелом-
ления; — длина волны в вакууме. 

Для одноосных кристаллов, как мы знаем, А = 

= {пе~щ) sin^ в, где (Пе—«о) — главное двупре-
Яо cos Фс 

ломление; 6 — средний угол, который составляет направ-
ление преломленных волн с оптической осью кристалла. 

В самом деле, вычислим разность фаз, которую приоб-
ретают два луча на выходе из кристаллической пластин-
ки толщиной d при наклонном падении света под углом ф 
к ее нормали п. Искомая разность фаз равна (рис. 3.8) 

Д = 2л (ЛС/Г + CDH — ABIk'), 

где "к — длина световой волны в воздухе; X' и Я" — длины 
волн в кристалле, Х' = ^.//г^, И' = X/MJ. 

Из рисунка очевидно, что ЛС=й/со8ф", ЛВ=^/со8ф ' , 
CD = СВзшф = {ЕВ — ЕС) зшф = й з т ф (tgcp' — tgcp"). 
Пользуясь законом преломления sin ф/Я = sin ф ' Д ' = 
= 81пф"/?1", находим сначала точное выражение 

Д = cos ф" — cos ф'). (3.35) 

Будем теперь считать, что двупреломление в кристал-

А 

f'' 

Рис. 3.8. Определение разности фаз в кристаллических пластинках 
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ле мало, тогда для разности Пгсозф"—rti cos (р' можно 
получить приближенное значение («2—«О/созфс (здесь 
фс — некоторый средний угол, лежащий между ф ' ^ ф")-

Перейдем теперь к сферической системе координат, 
как это изображено на рис. 3.9, где оптическая ось кри-
сталла считается лежащей в плоскости ZX, угол между 
нормалью к пластинке и оптической осью назван 9, так 
что cos tp = cos 6 cos фс+sin 0 sin фс cos у. 

Оптическая ocl 

Рис. 3.9. К анализу коноскопических картин в одноосных кристаллах 

Для разности фаз в приближении малости угла фс 

когда можно считать ^ = 1 + — sin^ фс, имеем 

А = 2nd 

cos Фс 

sin^ 9 + sin^ Фс 
2 2 

sitf 9 cos^ 7 — sin 29 sin Фс cos 7 (n, - По). (3.36) 

Используя на выходной плоскости пластинки декартову 
систему координат л: = р sin фс cos 7, у = р sin Фс sin 7, р = 
= V у ' ' Л - Z = d, считая фс малым, получим 

. 2лй . , 
А = — — {п, — По) C0S2 9 sitf 9 

2 

+ у^ ( cos^ е + — sin^ в] —xd sin 29 4- sin^ 9 . (3.37) 
2 / 
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Переходя к анализу этого выражения, видим, что кар-
тина интерференции состоит из кривых одинаковой разн(> 
сти фаз (изохромы) (Д = const) в виде эллипсов tg 0 < y 2 
либо Гипербол t g 9 > y 2 . В случае, когда оптическая ось 
кристалла совпадает с нормалью к пластинке, изохрома-

Рис. 3.10. Коноскопическая картина одноосного кристалла, вырезан-
ного перпендикулярно к оптической оси (монохроматический свет) (а) , 

вырезанного параллелыю оптической оси (б) 
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тическими линиями будут окружности с центром в выхо-
де оптической оси (рис. 3.10, а) . Кроме того, в картине 
интерференции наблюдается изогира — темный крест с 
балками, параллельными направлениям колебаний ана-
лизатора и поляризатора. Для таких направлений пада-
ющего света в кристалле возбуждается только одна из 
волн, которая гасится анализатором. Чем больше длина 
волны монохроматического света, тем шире должны быть 
кольца интерференционной картины. Если наблюдение 
проводить в белом свете, то кольца оказываются окра-
шенными. При переходе к параллельным поляризаторам 
интерференционная картина будет дополнительной по 
спектру к картине при скрещенных поляризаторах. При 
косом срезе кристалла центр креста не совпадает с цент-
ром поля зрения или находится вне его. В срезах, парал-
лельных оптической оси, наблюдаются кривые, похожие 
на гиперболы (рис. 3.10, б). 

Для двуосных кристаллов разность фаз при малом 
двупреломлении определяется выражением 

Д = (п^ _ tlx) sin ф1 sin ф2, (3.38) 
К 

где р — путь в кристалле; «г. "х — наибольший и наимень-
ший показатели преломления; фь ф2 — углы между на-
правлением нормали и оптическими осями. 

Определим, какой вид будут иметь кривые равной раз-
ности фаз в случае, когда пластинка ориентирована пер-
пендикулярно острой биссектрисе угла между оптиче-
скими осями (рис. 3.11). Обозначим через щ, аг рассто-
яния между выходами осей Ni, N2 и выходом направления 
волнового вектора N световых волн на верхней плоскости 
пластинки, а через аи «2 углы между ONu NiN и ON2, 

N2!^. Имеем sin ф1= — s i n ai, sin ф2=—^sin аг, тогда для 
Р Р 

кривых одинаковой разности фаз получим 

s ina is in«2 == const. (3.39) 
P 

При малом угле между бинормалями и малом поле зре-
ния sin sin « 2 » 1, а р можно считать постоянным. 
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В этом случае для изохром получаем приближенно урав-. 
некие овалов Кассини: aia2 = const. 

Рассмотрим теперь, какой вид будут иметь изогиры 
двуосного кристалла, расположенного так, что выходы 
осей лежат на биссектрисах углов между направлениями 
поляризатора и анализатора (диагональное положение), 
а направление их колебаний совпадает с осями х, у. По-

Рис. 3.11. К анализу коноскопи-
ческих картин в двуосном кри-
сталле (а); изогира в двуосном 
кристалле (б); общий вид по-
верхности разности фаз в дву-

осном кристалле (в) 

кажем, что изогирами в этом случае будет служить рав-
нобочная гипербола. В самом деле, для такой гиперболы 
биссектрисы углов между направлениями от вершин в 
произвольную точку гиперболы параллельны их асимпто-
там {а\ = а2, рис. 3.11, б). Наше утверждение об изогирах 
является поэтому следствием теоремы Френеля. Коноско-
пическая картина двуосного кристалла, вырезанного пер-
пендикулярно биссектрисе угла между оптическими ося-
ми, находящегося в диагональном положении, будет, та-
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КИМ образом, иметь в качестве изохром овалы Ка;ссини, а 
в качестве изогир — равнобочную гиперболу с вершинами 
в точках выхода оптических осей (рис. 3.11, в). 

Для того чтобы представить вид изохром для других 
ориентировок кристаллической пластинки, удобно поль-
зоваться так называемыми бертеновскими поверхностями, 
радиусы-векторы которых удовлетворяют уравнению 
р81пф15Шф2=соп81 (здесь фь фг — углы радиуса-вектора 

Рис. 3.12. Коноскопическая картина двуосного кристалла, вырезанного 
перпендикулярно биссектрисе угла между оптическими осями в диа-

гональном положении (монохроматический свет) 

С оптическими осями). Рассмотрим, например, сечение 
бертеновской поверхности плоскостью (рис. 3!11, в). 
В этом случае cos ф 1 = С08 ф 2 = С08'О cos Q, 81ПФ151ПФ2 = 
= 1—cos^'&cos^Q и уравнение сечения (изохромы) будет 
иметь вид 

р = Ро(1 - cos^^cos^Q), (3.40) 

где Q — угол, который составляет волновой вектор с бис-
сектрисой угла между оптическими осями; — угол меж-
ду осями. 

В результате получается замкнутая овалоподобная 
кривая с полуосями ро и po/sin^ Аналогично находятся и 
другие сечения бертеновской поверхности двуосных кри-
сталлов. 
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Коноскопическая картина двуосного кристалла, выре-
занного перпендикулярно острой биссектрисе угла опти-
ческих осей, показана на рис. 3.12. В пластинках с дру-
гой ориентацией оптических осей получаются более слож-
ные картины. В срезах, параллельных плоскости оптиче-

ских осей, интерференционная картина похожа на картину 
для пластинки из одноосного кристалла, вырезанной 
параллельно оптической оси. В двуосных кристаллах 
изогиры при вращении пластинки вокруг ее нормали из-
гибаются, в то время как в одноосных кристаллах они 
перемещаются параллельно. 

Таким образом, наблюдение коноскопических картин 
в кристаллах позволяет определить, является ли кристалл 
одноосным или двуосным, определить знак кристалла, 
угол между осями 2§, ориентировку кристаллической пла-
стинки на столике Федорова или на специальном прибо-
ре — коноскопе. 

При определении угла по наблюдаемому 2Е поль-
зуются формулой Малляра: 

. „ sinf kD sin и , 

где D — расстояние между вершинами гипербол; k — 
нормировочный коэффициент; Пс — средний показатель 
преломления. 

Коноскопия используется также при создании неко-
торых кристаллооптических устройств для обнаружения 
частичной поляризации (полярископ Савара), для опре-
деления направления поляризации (полярископ Уотер-
мана). 

3.5. ПРОСТЕЙШИЕ ИЗМЕРЕНИЯ В КРИСТАЛЛООПТИКЕ 

Поскольку, как мы видели, оптические свойства анизо-
тропных сред зависят от состояния поляризации световых 
волн, то для измерений в кристаллооптике прежде всего 
нужны устройства для получения полностью линейно по-
ляризованного излучения. Простейшим может быть ди-
электрическое зеркало, на которое падает естественный 
свет под углом Брюстера. Как мы знаем, отраженный свет 
при этом будет полностью поляризован в плоскости, пер-
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• пендикулярной плоскости падения. Гораздо более удоб-
ными, однако, являются различного рода поляризацион-
ные призмы [19]. 

Наиболее простая из них (рис. 3.13) состоит из двух 
призм, разделенных воздушной прослойкой,— призма 
Глана—Фуко. Обычно для изготовления призм предпочти-
тельны материалы с большим двупреломлением и, конеч-
но, прозрачные в нужной спектральной области. Если 

Рис. 3.13. Различные типы поляризационных призм: 
J _ Аренса; 2 — Глана—Фуко; 3 — Волластона; 4 — Рошона; 5 

тона; 6 — Трынка 
-Кот-
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призма сделана из кристалла исландского шпата — каль-
цита, то при надлежащем угле призмы а на границе кри-
сталл—воздух произойдет полное внутреннее отражение 
обыкновенного луча, имеющего больший показатель пре-
ломления, в то время как необыкновенный выйдет из вто-
рой призмы в том же направлении, что и падающий. Та-
ким образом из естественного света мы выделим его ли-
нейно поляризованную среднюю по времени составля-
ющую. 

Другие типы призм (Волластона и Рошона) основаны 
на том, что в анизотропных кристаллах обыкновенная и не-
обыкновенная волны имеют разные показатели преломле-
ния и поэтому будут иметь разные углы преломления, а 
следовательно, различным образом поляризованные лучи 
выходят из таких призм по разным направлениям и каж-
дый из них может быть выделен. В поляризаторе Котто-
на, состоящем из одной прямоугольной призмы исланд-
ского шпата, оба луча проходят через призму и отклоня-
ются на большие углы. В оригинальной монопризме из 
каломели с огромным двупреломлением (Ая = 0,659 для 
длины волны 0,633 мкм) использован тот факт, что 
направление необыкновенного луча не совпадает с на-
правлением его нормали [20]. Для получения линейно 
поляризованного излучения используются также кристал-
лы, обладающие сильным дихроизмом (например, турма-
лин). При достаточной толщине пластинки, вырезанной из 
такого кристалла, она будет пропускать свет практически 
только с одним направлением колебаний. Сильно дихро-
ичные вещества, внедренные ориентированным образом в 
различные пленки органических соединений, также дают 
возможность получать линейную поляризацию высокой 
степени. Такие пленки носят название поляроидов [И] . 

Из решения граничной задачи следует, что линейно 
поляризованный свет, входящий в кристаллическую пла-
стинку, выходит из нее, вообще говоря, поляризованным 
эллиптически. Это дает возможность использовать такие 
кристаллические пластинки (фазовые пластинки) для по-
лучения заданного характера эллиптической поляризации 
(азимута и эллиптичности) путем выбора нужной толщи-
ны и ориентировки фазовой пластинки. Она в этом ис-
пользовании будет служить как бы эллиптическим поля-
ризатором. Так, пластинка с разностью фаз 90° дает цир-
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кулярно поляризованное излучение, если ее ориентировать 
под углом 45° к азимуту линейно поляризованного пада-
ющего света. Циркулярно поляризованный свет можно 
получить также, используя изменение фазы волны при 
полном внутреннем отражении с помощью так называ-
емого ромба Френеля (рис. 3.14). 

Кристаллические устройства решают и другую важную 
в оптике задачу, а именно определение характера поля-

Рис. 3.14. Ромб Френеля в качестве циркулярного поляризатора (а = 
=55°27- , n = i ; 5 2 ) 

ризации исследуемого излучения. Дело в том, что без ис-
пользования кристаллических фазовых пластин невозмож-
но отличить полностью эллиптически поляризованный 
свет от частично поляризованного, а циркулярно поляри-
зованный свет от естественного. И в решении этой задачи 
часто используют идею компенсации. Так, компенсируя 
разность фаз между двумя ортогонально поляризованны-
ми компонентами эллиптически поляризованного света с 
помощью кварцевого клина, его превращают в линейно 
поляризованный с направлением колебаний параллельно 
одной из осей эллипса колебаний. Это направление теперь 
легко находится по положению дополнительного диней-
ного поляризатора, дающего погасание. 

Легко видеть, что азимут оси эллипса поляризации х 
и его эллиптичность у связаны с измеренными величинами 
(направлением колебаний линейно поляризованного из-
лучения а и разностью фаз Д, внесенной клином) соот-
ношениями 

tg 2% = tg 2а GOS А; sin 27 = sin 2а sin А. 

В компенсаторе Сенармона используется фазовая пла-
стинка V4. 

Направления главных осей эллипса колебаний нахо-
дятся по положениям поляризатора при максимальном и 
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минимальном затемнении проходящего света. Установив 
четвертьволновую пластинку так, чтобы одно из направ-
лений колебаний в ней совпадало с направлением оси 
эллипса, мы превратим, как это видно из построения на 
сфере Пуанкаре, эллиптически поляризованный свет в 
линейно поляризованный (рис. 3.15). Ясно, что угол пово-
рота ф, на который нужно дополнительно повернуть по-
ляризатор, чтобы полностью погасить вышедший из чет-

Рис. 3.15. К анализу эллиптически поляризованного света 
Сенармона 

методом 

вертьволновой пластинки свет, связан с отношением полу-
осей эллипса поляризации t g ^ простой зависимостью 

Направление колебаний линейно поляризованного све-
та мы определяли по положению поляризационной приз-
мы, при котором проходящий через нее свет полностью 
гасится. Направление колебаний света, пропускаемого 
поляризационной призмой, ясно из самой ее конструкции 
(см. выше). Если исследуемое излучение поляризовано 
эллиптически или частично, то полного погасания наблю-
даться не будет. Направления осей эллипса поляризации 
и преимущественное направление колебаний частично 
поляризованного света можно определить при этом лишь 
приближенно, наблюдая минимальное пропускание. Для 
более точного определения направления колебаний ис-
пользуются так называемые полутеневые устройства. 

Простейшее из них состоит из двух поляризаторов 
(например, поляроидов), которые делят поле зрения на 
две равные половины. Направления колебаний поляриза-
торов составляют с линией раздела поля зрения одина-
ковый угол. Использование устройства основано на из-
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вестном из физиологии зрения факте, что глаз хорошо 
различает разницу в освещенностях двух близких частей 
поля зрения. Ясно, что при равенстве минимальной интен-
сивности обеих половин поля зрения полутеневого* уст-
ройства направление линии раздела совпадает с направ-
лением, перпендикулярным преимущественной поляриза-
ции, или с направлением малой оси эллипса поляризации. 
Точность измерений достигает при этом 1—1,5°. Как по-

Рис. 3.16. К анализу поляри-
метра Корню 

казывает анализ, оптимальный полутеневой угол зависит 
от степени поляризации исследуемого излучения; он ра-
вен нулю при полной поляризации и 45° для неполяризо-
ванного излучения. 

Измерения степени поляризации частично поляризо-
ванного излучения можно вести визуальными и фотоэлек-
трическими способами. В поляриметре Корню- истюльзу-
ется полутеневое устройство с углом а = 4 5 ° и дополни-
тельный накладной анализатор (рис. 3.16). 

После того как с помощью полутеневого устройства 
найдено преимущественное направление поляризации,, 
его изменяют на угол 45° так, что теперь не линия раз-
дела полутени, а направления колебаний в поляризаторах 
совпадают с выделенными направлениями в частично по-
ляризованном свете. При этом освещенности обеих поло-
вин поля зрения будут максимально различаться. Ис-
пользуем теперь накладной анализатор и установим ег№ 
в положение равенства освещенностей. Легко видеть из 
рис. 3.16, что это условие можно записать в- виде 

= I^cos^a, (3.41) 

где /) и / г и н т е н с и в н о с т и полностью линейно цоляри-
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зеванного излучения с колебаниями вдоль преимущест-
венных направлений, суммой которых можно представить 
исследуемое частично поляризованное излучение; а — 
угол поворота анализатора для достижения равенства 
освещенностей. 

Отсюда нетрудно получить, что искомая степень по-
ляризации р равна 

Р = h h 
h + h 

= cos 2a. (3.42) 

Для обнаружения слабой частичной поляризации в 
кристаллооптике служит устройство, которое носит назва-
ние полярископ Савара. Он состоит из двух скрещенных 
обычно кварцевых пластин, вырезанных под углом 45° к 
оптической оси кристалла, и анализатора. Если на поля-
рископ падает частично поляризованное излучение, то 
вследствие интерференции проходящих световых волн в 
поле зрения наблюдается интерференционная картина в 
виде параллельных окращенных (в белом свете) полос. 
Их можно видеть уже при малой степени поляризации по-
рядка 2%. Имеются и фотоэлектрические устройства для 
измерения и обнаружения частичной поляризации света. 

Показатели преломления являются одной из основных 
оптических характеристик кристаллов и часто использу-
ются для их диагностики. Для измерения показателей 
преломления разработаны самые различные методы, ис-
пользующие явления преломления, дифракции и интер-
ференции световых волн [21-^23]. 

Одним из наиболее точных (10-''—10-^) методов: опре-
деления показателей преломления является метод'Приз-
мы (гониометрический метод). Он заключается в т о м , f r o 

Рис. 3.17. К определейр{8? показателей преломления методом призмы 
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ИЗ кристалла изготавливают призму, ориентированную 
оптическим или рентгеновским образом так, чтобы одна 
из осей индикатрисы была параллельна ребру прелом-
ляющего угла призмы (рис. 3.17). С помощью гонйомет-
ра измеряют угол ф наименьшего отклонения лучей, про-
шедших через призму, который связан с преломляющим 
углом призмы а и ее показателем преломления п зависи-
мостью 

п = sin 
/ Ф -f а \ а 

j / s i n - | . (3.43) 

При s i n - ^ > l / « наименее отклоненный луч, идущий па-
раллельно основанию призмы, испытает полное внутрен-
нее отражение. 

Измерения, естественно, ведутся в монохроматическом 
поляризованном свете и, чтобы определить все три глав-
ных показателя преломления у двуосного кристалла, нуж-
ны две различным образом ориентированные призмы. 

Д л я измерений показателей преломления использу-
ется также рефрактометрический метод, основанный на 
измерении предельного угла полного внутреннего отраже-
ния света фо от кристаллической пластинки, помещенной 
на стеклянную полусферу с известным показателем пре-
ломления Пс большим, чем показатель преломления кри-
сталла Пи (рис. 3.18). Показатель преломления вычисля-
ется по формуле ЛЙ=ЛС sin фо. 

Ясно, что при прохождении светового пучка через 
наклонную пластинку он испытывает смещение (рис. 
3.19), зависящее от ее показателя преломления. Если из-
вестна толщина d кристаллической пластинки, то по из-
меренному смещению I изображения, например тонкого 

Рис. 3.18. К определению показателей преломления методом полного 
внутреннего отражения 
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штриха (обычно с помощью микроскопа), можно вычис-
лить показатель преломления пластинки: 

d sin а cos а п^ = 

d sin а — / 
+ sin^ а. (3.44) 

наблюдается двойное 

1 

Этот простой метод был предложен В. Н. Лодочнико-
вым. В случае двупреломляющей кристаллической пла-
стинки в отличие от изотропной 
смещение, позволяющее изме-
рить два показателя преломле-
ния. Для этого нужно изгото-
вить пластинку, ориентирован-
ную по осям'индикатрисы, и ве-
сти измерения в поляризован-
ном свете. Для приближенных 
(как и сам метод) вычислений 
расчет можно заменить исполь-
зованием номограммы из вы-
равненных точек (рис. 3.20) 
[24]. 

Рис. 3.19. К выводу формулы в методе 
Лодочникова 

Наиболее простым и универсальным (хотя и менее 
точным является иммерсионный метод, при 
использовании которого мелкораздробленный кристалл 
погружают в иммерсионную жидкость с известным по-
казателем преломления. Наблюдая под микроскопом та-
кие препараты, находят жидкость, наиболее близкую по 
показателю преломления к исследуемому кристаллу. При 
сравнении показателей преломления жидкости и кристал-
ла наблюдают светлую полоску •(полоска Бекке), окайм-
ляющую осколки кристалла (рис. 3.21). Происхождение 
этой полоски легко понять из хода лучей на краю кри-
сталла, если считать, что щ а й имеет форму призмы. При 
подъеме тубуса микроскопа'полоска смещается в сторону 
более преломляющей среды. При равенстве показателей 
преломления кристалла и жидкости в монохроматическом 
свете полоска Бекке и само изображение осколков кри-
сталла практически исчезают. Измерения показателен 
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преломления проводятся в поляризованном свете отдель-
но для обеих волн в положениях погасания кристалла. 
Известны и многие другие методы измерения показателей 
преломления, основанные на явлении преломления* света 
кристаллами [25—28]. 

Среди методов, использующих явление дифракции, 
наиболее распространенным и точным (lO^®) является 
метод И. В. Обреимова. Метод основан на визуальном 

Рис. 3.20. Номограмма для вычисления показателей преломления ме-
тодом Лодочникова: 

наблюдении картины френелевской дифракции на краю 
кристаллической пластинки, помещенной в кювету с им-
мерсионной жидкостью с известным показателем прелом-
ления. Изменяя в небольших пределах длину волны света 
вблизи выбранной, добиваются исчезновения картины 
дифракции и, значит, равенства показателей преломления 
кристалла и жидкости [29]. • 

Наиболее точными являются интерферометрические 
методы, в которых используются разного рода интерферо-
метры, а исследуемый кристалл помещен в одно из его 
плеч. Такими методами особенно удобно следить за из-
менениями показателей преломления под влиянием внеш-
них воздействий (температура, механические напряже-
ния, алёКтромагнитные поля). 
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Дисперсию показателей преломления, т. е. зависимость 
от длины волны, обычно интерполируют формулой типа 
Коши[30, 31]: 

N Ki - 1 = у (3.45) 

где — длина волны полосы поглощения, Ki — постоян-
ная. 

Рис. 3.21. Вид полосок Бекке в иммерсионном препарате 

Главные отличия кристаллов от изотропных сред — 
двупреломление и ди.хроизм. Величина двупреломления 
является важным диагностическим признаком. Для из-
мерения двупреломления еще в самом начале развития 
кристаллооптики были предложены разные методы. Наи-
более распространенными из них являются методы, осно-
ванные на идее компенсации двупреломления исследуемо-
го кристалла с помощью кристалла с известным двупре-
ломлением. 

В приборах, осуществляющих метод компенсации, 
должна быть предусмотрена возможность известным об-
разом изменять разность хода и фиксировать сам факт 
компенсации [10, 23, 32, 33]. 

Простейшим компенсатором является кварцевый клип. 



116 ,3. Интерференция поляризованных световых волн 

В котором разность хода меняется по мере увеличения 
толщины клина d в световом пучке и равна Г = (я^—Ло)Х 
y<,d^0,009d в видимом участке спектра. Компенсацию 
фиксируют визуально по погасанию исследуемого кри-
сталла. Прибор, использующий кварцевый клин, должен 
быть снабжен микрометром, измеряющим толщину d. 

Широко распространен и другой, также простой по 
конструкции компенсатор Берека. Он представляет со-
бой плоскопараллельную пластинку, вырезанную из силь-
но двупреломляющего одноосного кристалла (например, 
исландского щпата) перпендикулярно оптической оси. 
Разность хода изменяется поворотом пластинки вокруг 
оси, параллельной ее поверхности, и приближенно равна 

r = C s i n > , (3.46) 

где С — константа, равная произведению двупреломления 
на толщину пластинки; ф — измеряемый угол наклона оп-
тической оси по отношению к световому пучку. 

Компенсация двупреломления фиксируется визуально 
по погасанию исследуемого кристалла в скрещенных по-
ляризаторах. 

Визуальные приборы, естественно, не обеспечивают 
высокой точности измерения и обнаружения малых разно-
стей хода (они дают примерно 3 верных знака в разности 
хода и предел обнаружения в несколько десятков нм). 
Для этих целей разработаны многочисленные фотоэлект-
рические приборы (точность 10~®, предельно обнаружи-
ваемая разность хода порядка 1 нм). Можно также опре-
делить разность фаз А на спектрофотометре, снабженном 
поляризатором и анализатором. Поворачивая пластинку 
вокруг оптической оси прибора с определенным шагом, 
получим зависимости, показанные на рис. 3.3. (соотноше-
ния (3.28), (3.29)). Определив a_i, щ, Сц или экстре-
мальные значения /Jr„,. , /1,.„ , можно вычислить Д из со-
отношений [34] 

mm 

А _ /max _ fll Ч-
2 'min а 11 

А mm а II — С|, 
2 'max а II 

cos^ ^ = = "" . (3.47) 
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Наряду с величиной двупреломления важным в диаг-
ностическом отношении является и знак одноосных кри-
сталлов. Кристалл называется положительным, если Ие> 
>По, и отрицательным в противоположном случае (см. 
рис, 2.7). Оптический знак кристалла может быть опреде-
лен по его коноскопической картине в сечении, перпенди-
кулярном оптической оси. Метод основан на том, что в лю-
бой точке такой картины необыкновенным лучам соответ-

Рис. 3.22. к определению опти-
ческого знака кристалла с по-
мощью кварцевого клина (слу-
чай положительного кристалла) 

ствует радиальное относительно центра креста изогир 
направление колебаний, а обыкновенным — тангенциаль-
ное. Поэтому, если ввести компенсатор в виде кварцевого 
клина и наблюдать движение изохроматических колец 
при его движении от тонкого конца к более толстому, то 
в случае положительного кристалла в квадрантах, лежа-
щих вдоль клина, кольца смещаются от центра картины 
к периферии. В двух других противоположных квадран-
тах кольца смещаются от периферии к центру (рис. 3.22) 
[32]. 

Как и показатели преломления, так и двупреломление 
испытывают дисперсию по длинам волн. Для ее измере-
ния используют монохроматоры и спектрометры, снаб-
женные различными приспособлениями, подходящими 
для той или другой цели. В изотропных средах возможен 
только один вид оптической дисперсии, а именно зависи-
мость показателя преломления от длины волны. В одно-
осных кристаллах оба показателя (обыкновенный и не-
обыкновенный) зависят от длины волны. В двуосных кри-
сталлах, кроме дисперсии всех трех главных показателей 
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преломления, становятся возможными и другие виды дис-
персий. Так, в ромбических кристаллах угол 2# между 
оптическими осями зависит от длины волны. В кристал-
лах триклинной сингонии тройка взаимно перпендикуляр-
ных главных осей тензора диэлектрической проницаемо-
сти может иметь любую ориентацию (по отношению к фи-
зической системе координат кристалла) в зависимости от 
значений компонент тензора. В моноклинных кристаллах 
только одна из главных осей направлена по оси симмет-
рии второго порядка или перпендикулярна плоскости сим-
метрии. Значит, в этих кристаллах возможна дисперсия 
осей индикатрисы и направлений оптических осей [32]. 

Перечисленные методы предполагали измерения в 
проходящем свете. Разработаны также и методы опре-
деления параметров кристаллов в отраженном свете (их 
можно объединить под общим названием эллипсометрия 
анизотропных сред). Прежде всего отметим, что для 
прозрачных кристаллов линейно поляризованный свет, 
отраженный под любым углом и азимутом, остается ли-
нейно поляризованным. Основой отличия изотропных кри-
сталлов от одноосных и двуосных являются условия, при 
которых выполняется свойство [6]: 

(3.48) 
d% t g x 

В случае изотропных сред мы знаем, что оно выполня-
ется всегда, для одноосного кристалла должна существо-
вать такая плоскость падения, в которой это свойство 
имеет место при любом угле падения. Если такой плоско-
сти падения нет (кроме совпадающей с одной из главных 
плоскостей эллипсоида Френеля г (или Коши е~')) , то кри-
сталл двуосный. О возможности определения оптических 
параметров кристаллов в отраженном свете более под-
робно написано в главе 4, в которой рассматриваются пог-
лощающие кристаллы. 



Г л а в а 4 

ПОГЛОЩАЮЩИЕ НЕМАГНИТНЫЕ КРИСТАЛЛЫ 

4.1. ПОГЛОЩЕНИЕ СВЕТА В КРИСТАЛЛАХ 

Среда называется поглощающей, если энергия про-
ходящей через нее световой волны уменьшается и отно-
сительное изменение энергии пропорционально длине 
пути светового луча. Реальные среды всегда в какой-то 
мере являются поглощающими. Физические механиз-
мы, приводящие к поглощению, т. е. к диссипации энер-
гии световой волны и к переходу электромагнитной 
энергии в тепловую, могут быть весьма разнообраз-
ными в зависимости от свойств среды и частоты излу-
чения. Конкретные механизмы поглощения света зави-
сят от области спектра электромагнитных волн. Так, 
в ультрафиолетовой части спектра поглощение света, 
согласно зонной теории твердого тела, бывает обуслов-
лено квантовыми переходами электронов из валентной 
зоны в зону проводимости. Эти переходы являются при-
чиной так называемого собственного поглощения 
(рис. 4.1, а) . 

В видимой области спектра широкие полосы погло-
щения вызываются электронными переходами во внеш-
них электронных оболочках ионов примеси, например 
ионами группы железа (Fe, Со, Сг, Mg) (рис. 4.1, б). 
Видимая окраска многих минералов обязана этим при-
месям [1—4], они под действием кристаллического поля 
в различных кристаллах вызывают и различную види-
мую окраску со множеством оттенков — от красной (ру-
бин, гранат) до фиолетовой (аметист) [1—4]. 

Примеси ионов группы редких земель с защищенны-
ми внешними электронными конфигурациями дают, кро-
ме полос, и узкие линии поглощения и также вызывают 
различную окраску кристаллов в зависимости от при-
месей [5, 6] (рис. 4.1, б). Так, кристаллы с неодимом 
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(Nd) имеют фиолетовую окраску, с гольмием (Но) — 
желтую, с эрбием (Ег) — розовую. 

Спектр поглощения ионов в кристаллах от;ц1чается 
от спектра свободного иона, потому что ион примеси 
испытывает на себе действие внутрикристаллического 
электрического поля, прежде всего поля своих ближай-
ших соседей-лигандов. Уровни энергии свободного иона 
оказываются расщепленными по-разному в зависимости 
от силы и симметрии кристаллического поля. Механизм 
перехода световой энергии в тепло представляется сле-
дующим образом: в результате поглощения фотона ион 
примеси переходит в новое возбужденное электронное 
состояние и, стало быть, по-другому взаимодействует со 
своими лигандами, вследствие чего изменяются равно-
весные положения их ядер, возникают колебания ре-

к, см' 
W0 

50 

2S 

вв 

Oi 

02 

1^15!,7 2 2,5 3 Л, мкм 

0,5 

0,2 0.5 0.4 05 0.6 Л, мкм 
Рис. 4.1. Спектры поглощения кристаллов: 

а — германий {k=—^ln 1/1о); б — корунд с примесью ( 0 = 

= l g / / / o = 2 , 3 0 3 M ) , / —Е| |с , 2 — Е Х с ; в — флюорит с примесью 
Nd3+ ( D = 2 , 3 0 3 M ) 
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шетки кристалла — электронный переход взаимодей-
ствует с фононами. Электронфононный механизм нашел 
свое экспериментальное подтверждение в виде колеба-
тельной структуры полос поглощения и объясняет их 
форму и температурное поведение [6—8]. 

Поглощение света в молекулярных кристаллах свя-
зано с возникновением экситонов — возбуждений моле-
кул, способных переходить от одной молекулы к другой. 
Важную роль при этом играют резонансные взаимодей-
ствия молекул кристалла между собой, приводящие к 
расщеплению и поляризации спектральных полос и ли-
нии 9]. 

Поглощать свет могут также и разнообразные де-
фекты в кристаллах, например ^-центры в щелочно-
галоидных кристаллах (рис. 4.2, а) [10, 11]. Модель 
/^-центра — это пустой анионный узел в решетке кри-

0,8 

0.6 

О.'! 

0.2 

Oi 0.5 Лмкм 

"i-lO^.v'' 
Рис. 4.2. Спектр поглощения облученного кристалла фтористого лития 
LiF с f -центром (а); спектр пропускания Т = 111о кристалла иодата 

лития LilOa с полосой поглощения, связанной с группой ОН (б) 
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сталла, захвативший, электрон. Электрон своим %пектри-
ческим полем поляризует окружающую кристаллическую 
среду так, что образуется самосогласова1{ное .сост,ояние 
электрона и его ближайшего окружения — пОлярон. F-
центр — это полярон, локализовавшийся на пустом ани-
онном узле. Такое водородоподобное образование обла-
дает ему присущим спектром поглощения. 

В инфракрасной области поглощение обусловлено 
переходами между колебательными уровнями энергии 
отдельных атомных группировок [12, 13]. Так, напри-
мер, поглощение в области 3000 см"' может быть вызва-
но колебаниями в ОН-группировках решетки кристалла 
(рис. 4.2, б) [14]. Все эти вопросы, относящиеся к при-
роде поглощения, и рассматриваются в спектроскопии 
кристаллов, составляющей целую область в физике 
твердого тела [15]. Но мы здесь не будем этим зани-
маться, а по-прежнему остановимся кратко только на 
феноменологическом описании оптических свойств по-
глощающих кристаллов. 

4.2. СВЕТОВЫЕ ВОЛНЫ 
В ПОГЛОЩАЮЩИХ ИЗОТРОПНЫХ КРИСТАЛЛАХ 

Поглощение света кристаллами феноменологически 
можно описать, предположив, что среда обладает элект-
ропроводностью. При этом под воздействием электриче-
ского поля световой волны в среде возникают электри-
ческие токи, связанные с выделением тепла и соответ-
ственно с диссипацией энергии. Следовательно, в урав-
нениях Максвелла присутствует ток проводимости j и 
уравнения записываются в следующем виде (см", гла-
ву 1): 

1 аО , 4я . 
rotH = — Н j; 

с at с 

1 М П ro tE = ; (4.1) 
с dt 

D = 8E 

и добавляется еще одно уравнение связи 
j = оЕ, (4.2) 
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где а — тензор электропроводности, который, как и тен-
зор 8, симметричен и положительно определен. Если, как 
прежде, рассматривать плоские волны Е = Ес1ехр(шХ 

Х ( — mr—t)) , то из уравнений Максвелла получим [16] 
с 

D = — [тН]; 

Н = [тЕ]; (4.3) 

D = 8E, 

где введено обозначение 

е = е Ч - а = е' + се". (4.4) 
(О 

Эти уравнения формально не отличаются от вектор-
ных уравнений Максвелла в оптике прозрачных немаг-
нитных кристаллов. 

Однако так как тензор е комплексный, то и вектор 
рефракции m будет комплексным и, вообще говоря, нет 
оснований считать, что комплексным является только 
показатель преломления N. В общем случае вектор m 
является комплексным вектором с непараллельными 
вещественной и мнимой составляющими его векторами: 

m = т ' + tm"; 
(4.5) 

Вектор m" называется вектором экстинкции. 
Если свет падает из прозрачной анизотропной среды, 

характеризуемой веществ-енным вектором рефракции т , 
на поглощающий кристалл, для которого вектор рефрак-
ции mi дается выражением (4.5), то из законов отраже-
ния и преломления в векторной форме [niiq] = [mq] = а 
(где q — единичный вектор нормали к границе раздела 
сред) получим [m'jq] = 0 . Следовательно, вектор эк-
стинкции преломленной в поглощающий кристалл вол-
ны всегда параллелен нормали к поверхности раздела 
сред: nijilq. Естественно, для параллельности векторов 
т ' и т " необходимо, чтобы вектор рефракции падаю-
щей волны был параллелен вектору q, т. е. падение 
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ДОЛЖНО быть нормальным. Волны с т ' Н т " называются 
однородными и в дальнейшем ограничимся рассмотре-
нием только таких волн. Для них вектор рефракции за-
пишется в виде 

m = (л + Щ п = Л'п; 
(4.6) 

N = п т. 
Из самой формы монохроматической плоской волны 

следует, что величина х имеет физический смысл -коэф-
фициента поглощения, так как амплитуда вектора напря-
женности поля убывает по мере распространения как 

е х р ( — - x i i ) , d — длина пути световой волны в среде, 
с 

а интенсивность как 

/ = /о ехр ( — х ) = /о ехр (— kd), (4.7) 
с 

где k — показатель поглощения. 
Этот экспоненциальный закон носит название зако-

на Бугера и был открыт экспериментально французским 
ученым в 1729 г., выведен теоретически в 1760 г. немец-
ким ученым Ламбертом, для растворов он был предло-
жен немецким ученым Бером в 1852 г. 

Ясно, что показатель поглощения k связан с коэффи-
циентом поглощения х простым соотношением 

, 2со 4л 4лп оч k = х = х = X, (4.8) 
с Яо 

где Хс — длина волны в вакууме, Я — длина волны 
в среде. 

Закон Бугера оправдывается на опыте достаточно 
хорошо. И только при больших лазерных интенсивно-
стях наблюдаются отклонения от него. 

Из уравнения нормалей для поглощающей изотроп-
ной среды т^ = г с учетом (4.4) и (4.6) для показателей 
преломления и коэффициента поглощения имеем 

+ (4.9) 
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= — ( - Е' + Уг'~ + е"'). (4.10) 

Общие выражения (следующие из уравнений Макс-
велла без использования уравнений связи) для средней 
плотности энергии электрического и магнитного полей ^ 
электромагнитной волны 

16я 
(4.11) 

ш я 

остаются справедливыми и для поглощающих сред 
(сейчас мы полагаем | х = 1 ) . Но'теперь | H p = | j V p x 
Х | | [пЕ] | 2 = | е | | Е | 2 , отсюда 

| H i W = N (4.12) 

и, следовательно, W^ = (je|/e')^e. откуда 

16ло2 -
V ^ + (4.13) 
г (о̂ е 

Это означает, что в поглощающих средах магнитная 
энергия поля волны в среднем всегда больше электри-
ческой энергии, и в металлах практически вся энергия 
поля определяется магнитной энергией. Вектор потока 
энергии по-прежнему определяется как 

S = — [ Е Н ] . (4.14) 
4л 

Поскольку уравнения для поглощающих кристаллов 
отличаются от уравнений для прозрачных кристаллов 
только тем, что теперь показатели преломления явля-
ются комплексными, то все формулы, полученные при 
решении граничных задач в главах 2 и 3, можно приме-
нить для исследования таких кристаллов. При этом во̂  
всех выражениях необходимо учитывать комплексный 
характер N. Следовательно, и формулы Френеля и за-
кон Снелиуса будут справедливы и для поглощающих 
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кристаллов. Закон преломления в обычной форме 

iVi sin ф1 = п sin ф .(4-15) 

показывает, что угол ф; является комплексным и не 
имеет теперь простого смысла угла преломления. 

Если обозначить фl = ф̂  , то, подставляя это 
в уравнение (4.15) и учитывая, что jVi = n i + i x b полу-
чим комплексное уравнение, решая которое имеем 

51п2ф; 4- и? + п^ 5!п2ф) — 

— + «1 — sin^ ф)2 + [2 (nl + х? )]-i; 
(4.16) 

2я>1 _ п^ COS ф| — sin Ф1' в , , • 
Гг̂ СОЗф! + Х15{Пф1 

При небольших значениях xi можно приближенно из-
влечь корень в выражении (4.16), тогда получаем 

sin' Ф1 = —2 
/г, -f xi 

1 -
2 

«1 + t i — п^ sin^ф 
(4.17) 

Очевидно, что в прозрачных кристаллах xi = 0, и вы-
ражение для sin^ф, переходит в обычный закон прелом-
ления (4.15). 

При распространении света в поглощающем кристал-
ле по-прежнему справедливы формулы Френеля (см. 
(2.18), (2.19)): 

^ t g j v - ^ B , А' = - ^ E f c l ^ А. • (4.18) 
tg(ф + фl) 51п(ф + ф1) 

Но из-за комплексности показателей преломления 
имеются особенности при отражении света и при опре-
делении оптических постоянных. Этим вопросам посвя-
щен § 4.7. 

4.3. П О Г Л О Щ А Ю Щ И Е А Н И З О Т Р О П Н Ы Е К Р И С Т А Л Л Ы 

В анизотропных средах диэлектрическая проницае-
мость Eih и проводимость Gik НОСЯТ тензорный характер. 
В кристаллах средних сингоний их тензорные поверх-
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ности (эллипсоиды) обладают осью вращения вокруг 
оси симметрии высшего порядка кристалла. Поэтому они 
всегда могут быть одновременно приведены к диагональ-
ному виду в вещественной ортогональной системе коор-
динат. В кристаллах ромбической сингонии главные 
оси тензоров е,7г и Gik тоже совпадают, поэтому и здесь 
eik и Oik одновременно в главной системе координат 
приобретают диагональный вид. Таким образом, в кри-
сталлах средних и ромбической сингоний комплексный 
тензор е может быть приведен к диагональному виду и 
вся кристаллооптика для них может быть построена 
аналогично кристаллооптике прозрачных кристаллов с 
заменой тензора e,fe на комплексный eih — e!^ -j-is'^j^ или 
с заменой показателей преломления на комплексный 
n-i-ix. 

Принципиально по-другому обстоит дело с произволь-
ными тензорами ггк и oik-

Из линейной алгебры и теории матриц известно, что 
комплексная симметричная неэрмитова_ матрица (в от-
личие от вещественной) в общем случае может оказать-
ся неприводимой к диагональному виду никаким, даже 
комплексным ортогональным преобразованием. Так что 
теория поглощающих кристаллов, основанная на таком 
приведении матрицы Е, принципиально не применима 
к подобным кристаллам. В инвариантных методах Ф. И. 
Федорова этого исключения нет и оптические свойства 
всех кристаллов изучаются с помощью одного общего 
подхода [16]. 

Уравнения хМаксвелла для поглощающих кристаллов 
отличаются от уравнений для прозрачных лишь пере-
определением величин 8 и D, поэтому можно воспользо-
ваться уравнением нормалей и формально провести в 
нем эту замену. В этом случае 

m ^ - m e m - т ( ё с — ё ) т + |8| = 0. (4.19) 

При этом надо иметь в виду, что это теперь комплекс-
ное уравнение. Ф. И. Федоровым доказана следующая 
основополагающая теорема, позволяющая и в этом 
случае пользоваться методами прямого тензорного ис-
числения. Всякий трехмерный симметричный комплекс-
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ный тензор может быть представлен в канонической 
форме 

а = а + Ь(с'-с" + с"-с'). (4.20) 

Здесь в общем случае и скаляры а, b и векторы с', с" — 
комплексные величины. В этом представлении а — одно 
из собственных значений тензора а. 

Основанная на инвариантном методе общая теория 
поглощающих кристаллов, построенная в работах Ф. И. 
Федорова и А. М. Гончаренко, остается все же довольно 
сложной. 

Для тех кристаллов, для которых приведение тензо-
ра е к диагональному виду возможно, поступая анало-
гично случаю прозрачных кристаллов в главной системе 
координат, вновь получаем уравнение Френеля (см. 
(2.57)), 8х, еу, ez — комплексные. 

, + . , - О - (4-21) 

Л/̂  е^ N^ гу N^ 8, 

Это значит, что и здесь каждому направлению волновой 
нормали соответствуют два комплексных показателя 
преломления. В дальнейшем изложении мы будем иметь 
для простоты только одноосные и ромбические кри-
сталлы. 

Для того чтобы выяснить характер поляризации соб-
ственных волн, выберем новую систему координат (ве-
щественную), ось z' которой направлена по волновой 
нормали распространяющейся световой волны. Тогда из 
уравнений 

E = s-iD, D = Л/^Е — iV (пЕ)) (4.22) 

будем иметь 

1 
— Vii j ^х' = yxJ^y'-, 722^ Dy = yi^D^ 

где Yap — компоненты двумерного комплексного тензора 
6- ' ( а , р = 1 , 2 ) . 



4.3. Поглощающие анизотропные кристаллы 129 

Отсюда находим 

1 
= (Tu + Т22)/2 ± У(У11 - + 

2 
712 (4.23) 

и отношения компонент вектора электрической индук-
ции волн 

= s; {Dy'/D,')^ = ^ . (4.24) 

где 

S = 

T l 2 

• (Т22 — Vll) ^ (Yu — Т22)'/4 + Т?2 . (4.25) 

Эти отношения полностью определяют, как мы зна-
ем, характер поляризации волн. Отсюда заключаем, что 
затухающие волны в поглощающих кристаллах поляри-
зованы эллиптически. Эллипсы колебаний подобны, скре-
щены и обходятся в одном направлении (рис. 4.3). Если 
712 = 0, то в кристалле будут распространяться две ли-
нейно поляризованные волны. Это означает совпадение 
главных плоскостей рефракции и абсорбции. Очевидно, 
это будет выполняться для любых направлений нормали 
в кристаллах средних сингоний, а также в плоскостях, 
перпендикулярных к осям симметрии 2-го порядка ром-
бических и моноклинных кристаллов. Этот результат 
легко получить, используя инвариантный подход. 

Рис. 4.3. Эллипсы колебаний 
собственных воли в поглоща-
ющих низкосимметричных кри-

сталлах 

5. З а к . 672 
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Для кристаллов средних сингоний в силу соображе-
ний симметрии имеем 

е = Ео + (е^ —ео)с-с; 
(4.26) 

СТ= Сто + ((Те —О'о)с-С. 
Как и раньше, для одноосных кристаллов уравнение 

нормалей распадается на два: 

Шо = бо; 
(4.27) 

iTigenig = eoEg, 
определяющих векторы рефракции обыкновенной и не-
обыкновенной волн. 

Далее аналогично случаю прозрачных кристаллов по-
лучаем [16] для обыкновенной волны: 

Ео = [Шос]; 
(4.28) 

Do = еЕо = ео [ШоС]; 

Но = [Шо [тос]] 
и также для необыкновенной 

0^ = — [тЛШеС]]; 

Е, = 8-1D, = - 1 - (бо - т , • т , ) с, (4.29) 
Ч 

tie = [ШеС]. 
Отсюда ясно, что поляризация векторов Ее и D^ 

обыкновенной волны всегда одинакова. Однородные вол-
ны, распространяющиеся в поглощающих одноосных 
кристаллах, всегда линейно поляризованы. Поэтому все 
векторы поля и индукции являются линейными векто-
рами. В кристаллах низших сингоний направления, ко-
торым соответствует линейная поляризация собственных 
волн, образуют некоторую коническую поверхность. 

В случае слабопоглощающих кристаллов квадратом 
коэффициента поглощения х можно пренебречь по срав-
нению с и написать 

N^ = п^ -f 2Ып, (4.30) 
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аналогично для скоростей [15, 17] 

и' = » (1 — ix/n) = с„ (1 — ix/n). (4.31) 
N п 

В этом случае действительная часть уравнения 
нормалей дает для определения показателей преломле-
ния прежнее уравнение Френеля, а мнимая часть при-
водится к виду 

хс1 (п.? I (ПуГ , 
{cl-^clf {cl-clr {cl-^clf 

J^cUn^f nycliriyf ^clin.f 
icl-clf + {cl-^clf + 

(4.32) 

и определяет значение коэффициента поглощений от 
направления волновой нормали и поляризации соответ-
ствующей собственной волны. 

Для одноосных кристаллов гх=гу=&а, ег — Ве и урав-
нение Френеля разбивается на два: 

Сп — Cq', 

(С„)2 = Со COS^ е -1- Се Sin^ 0. 

После разделения на мнимую и вещественные части 
получаем из (4.33) : 

для обыкновенной волны 

Сп — Со", 

'^п = 

для необыкновенной волны 

= Со cos^ е -f с! sin^e; 

^п {Cnf = X^cl COŜ  6 + XgCe Sin^ 0, 

(4.34) 

(4.35) 

где Co = C/rto, Cg = Фе-
Для того чтобы упростить закон изменения х для 

5* 
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двуосного кристалла, заметим, что в отсутствие погло-
щения мы имели бы для компонент вектора индукции 

' (4.36) 
Сп — Ci 

И в линейном по к приближении можно написать 

wl = a j l cl + cl + d , (4.37) 

где di — орт вектора индукции, Z),- определяется для 
кристалла без поглощения с теми же значениями веще-
ственных величин Ех, гу, бг. 

Таким образом, в кристаллах коэффициент поглоще-
ния волн в отличие от изотропных сред зависит от со-
стояния поляризации волн. Это явление носит название 
дихроизма. Если дополнительно считать, что и двупре-
ломление мало, то 

X = х Л + + У^Л . (4.38) 

Овалоид с осями Кх, Щ, Яг можно назвать овалоидом 
абсорбции. 

Особый интерес, как и в случае прозрачных кристал-
лов, представляют те направления нормали световых 
воли, для которых комплексные показатели преломления 
полностью совпадали бы. Ясно, что это так, когда 
( У 2 2 — + при этом N+=N-, а 5 = 
— Такие направления мы вправе называть оптиче-
скими осями. 

Итак, вдоль оптических осей распространяются цир-
кулярно поляризованные волны с одинаковыми комп-
лексными показателями преломления и их следует на-
зывать поэтому круговыми или поворотными оптически-
ми осями. Анализ условий р = 0, q = Q показывает, что 
в кристаллах в общем случае могут существовать четыре 
круговые оси, как это схематически показано на рис. 4.4. 
С каладой из них связано определенное направление об-
ращения вектора электрической индукции поля. Направ-
ление обращения изменяется на обратное при изменении 
направления распространения волны на противополож-
ное. 

Если на круговую ось поглощающего кристалла с 
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определенным направлением обхода падает циркулярно 
поляризованная волна с противоположным направлени-
ем обхода, то в кристалле возбуждается и распростра-
няется световая волна особого типа (новый тип реше-
ния уравнений Максвелла) — волна Фохта. В такой 
волне одновременно с затуханием по мере прохождения 
пути в кристалле происходит быстрое (в слое толщиной 

Рис. 4.4. Расположение круговых 
осей в поглощающих кристаллах 
ромбической сингонии (штриховые 
линии — оптические оси в отсутст-

вие поглощения) 

порядка длин волн) изменение поляризации сначала 
до линейной, а затем до циркулярной поляризации соот-
ветствующей круговой оси [18—20]. Подробное реще-
ние задач, связанных с волнами Фохта, приведено в ра-
ботах Ф. И. Федорова и др. На рис. 4.5 показана об-
ласть круговых осей поглощающего кристалла. 

Полученные до сих пор результаты опирались либо 
на возможность приведения тензора диэлектрической 
проницаемости к диагональному виду (как, например, 
в кристаллах средних сингоний и ромбической синго-

Рис. 4.5. Зависимость эллиптичности 
собственных волн от угла волновой 
нормали г]) в поглощающих кристал-
лах класса 222 (штриховые линии — 

положения круговых осей) 



4.3. Поглощающие анизотропные кристаллы 134 

нии), либо были приближенными. Построенную на этих 
предположениях теорию поглощающих кристаллов ни-
как нельзя считать полной и заверщенной. Затруднейия, 
как мы видели, носят принципиальный характер. 

В тех случаях, когда комплексный тензор диэлектри-
ческой проницаемости е не приводится к диагональному 
виду, уравнение нормалей Френеля не может быть на-
писано даже формально. Остается единственная воз-
можность обратиться к инвариантным методам Ф. И. 
Федорова, не связанным с выбором специальных систем 
координат. Да и тогда, когда это приведение возможно, 
ковариантное построение кристаллооптики, как мы уже 
убедились, обладает преимуществами в получении про-
стых, ясных аналитических формул, описывающих опти-
ческие свойства низкосимметричных кристаллов. Осно-
вой таких методов служит доказанная Ф. И. Федоровым 
возможность представления общего симметрического 
комплексного тензора в канонической инвариантной 
диадной форме. Наиболее удобно представить в этой 
форме обратный тензор: 

е-1 = а + Ь(с'-с" + с"-с'). (4.39) 

Теперь можно применить тот же подход, который был 
использован в случае прозрачных кристаллов. При этом 
нужно только помнить, что скаляры а, b и векторы с', с" 
теперь комплексные величины. 

Если ограничиться рассмотрением однородных све-
товых волн, вектор рефракции которых имеет вид m = yVn, 
где п — вещественный единичный вектор волновой нор-
мали, а Л' — комплексный показатель преломления, то, 
как показано в классических работах Ф. И. Федорова, 
показатель преломления обеих изонормальных волн 
определяется формулой [16] 

^ а + Ь ([по'] [по"]) ± V[nc']2 [nc"f. (4.40) 

Поляризация волн, распространяющихся в кристал-
ле, дается соотношением 

H.II (4.41) 
' Vlnc'r V[ncT 
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Т. е. вектор волны пропорционален сумме двух еди-
ничных комплексных векторов. 

Приведенные выражения составляют основу действи-
тельно общей теории оптических свойств поглощающих 
кристаллов. Из (4.40), в частности, непосредственно 
видно, что для равенства показателей преломления не-
обходимо и достаточно, чтобы выполнялось одно из 
следующих условий: 

[ п с Т = О, [пс 'Т = 0. (4.42) 

При этом из (4.41) получаем Н + = 0 и, следователь-
но, вдоль круговой оси распространяется только одна 
волна, поляризованная по кругу. 

Для показателя преломления волны, идущей по на-
правлению круговой оси, получается простая, замкнутая 
аналитическая формула 

1 

т 
= а + Ьс'-с" = а [[с'с'^]с'][[с'с'*]с"]. (4.43) 

Решение этой трудной задачи для моноклинных и 
триклинных кристаллов является одним из ярких до-
стижений инвариантного метода в кристаллооптике. 

Если численные значения компонент тензоров е и ст 
(например, вследствие их дисперсионных зависимостей) 

Рис. 4,6. Сечения поверхностей рефракции Ri и абсорбции Ai в кри-
сталлах средних сингоний 
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таковы, что какой-нибудь из векторов с' или с" в акси-
альном представлении полного комплексного тензора s 
оказывается линейным (вырождается в линейный).^на-
правление круговой оси п совпадает с с' (или с"). В этом 
случае вектор напряженности поля Н может иметь про-
извольную поляризацию в плоскости, перпендикуляр-
ной п. А это является свойством электромагнитных волн, 
распространяющихся в изотропных средах или в на-
правлениях оптических осей прозрачных кристаллов. 
Поэтому оптические оси, соответствующие линейным 
векторам с, Ф. И. Федоров называет изотропными опти-
ческими осями. Поглощающие кристаллы могут отли-
чаться друг от друга различными вариантами числа 
круговых и изотропных осей для различных участков 
спектра. На этой основе разработана полная их клас-
сификация [16, 21, 22]. 

Как и в случае прозрачных кристаллов, зависимо-
стям показателей преломления и коэффициентов погло-

Рис. 4.7. Сечения поверхностей реф-
ракции Ri, i?2 и абсорбции Ль 
в низкосимметричных кристаллах 

[21 ] : 
а — ромбический кристалл (сечение 
главной плоскостью); б — моно-
клинный (сечение плоскостью сим-
метрии); в —триклинный (сечение 

произвольной плоскостью) 
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щения от направления распространения и характера 
собственных волн придают наглядный геометрический, 
смысл с помощью указательных поверхностей. В погло-
щающих кристаллах рассматривают два рода таких 
поверхностей — рефракции и абсорбции. Поверхностью 
рефракции по-прежнему называется геометрическое 
место концов радиуса-вектора г, длина которого равна 

Рис. 4.8. Сечения конуса оди-
наковых показателей преломле-
ния и коэффициентов поглоще-
ния в низкосимметричных кри-

сталлах [21]: 
а — ромбический; б — моно-

клинный; в — триклинный 

показателю преломления п, а направление совпадает 
с направлением волновой нормали п. Аналогично поверх-
ностью абсорбции называется геометрическое место 
концов радиуса-вектора, направленного по волновой 
нормали, а длина равна коэффициенту поглощения х. 
В кубических кристаллах обе поверхности имеют форму 
сферы. В анизотропных кристаллах обе поверхности 
двухполостные соответственно двум собственным вол-
нам в таких кристаллах. В слабопоглощающих кри-
сталлах поверхности рефракции имеют тот же вид, что 
и для прозрачных кристаллов. Если еще и двупреломле-
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ние мало, то поверхность абсорбции, как мы видели, 
есть овалоид с осями хх, Яу, %z-

На рис. 4.6 приведено сечение поверхностей рефрак-
ции и абсорбции для кристаллов средних сингоний. 
В сильнопоглощающих кристаллах поверхности абсорб-
ции и рефракции — сложные двухполостные поверхно-
сти, описываемые уравнениями высоких порядков. На 
рис. 4.7 показаны эти поверхности для кристаллов низ-
ших сингоний [21—23]. 

В слабопоглощающих кристаллах, например в топа-
зе, угол между круговыми осями 26', а в сильнопогло-
щающем кристалле (сурьмяный блеск) этот угол равен 
7°. 

Можно поставить вопрос о нахождении таких на-
правлений в кристаллах, для которых имеет место совпа-
дение отдельно либо показателей преломления, либо 
коэффициентов поглощения. В работах Ф. И. Федорова 
и А. М. Гончаренко показано, что эти направления об-
разуют сложную коническую поверхность высокого по-
рядка. На рис. 4.8 приведено сечение этого конуса для 
моноклинного и триклинного кристаллов. Ясно, что он 
обязательно проходит через все круговые оси, а сами 
оси разделяют, как выясняется, конус на четыре части 
таким образом, что по одну сторону круговой оси нахо-
дится полость конуса R, для которой имеет место совпа-
дение показателей преломления, а по другую Л — коэф-
фициентов поглощения. 

4.4. Р А С П Р О С Т Р А Н Е Н И Е СВЕТА В П Л А С Т И Н К Е , 

ВЬбРЕЗАННОЙ И З П О Г Л О Щ А Ю Щ Е Г О К Р И С Т А Л Л А 

Зная показатели преломления, коэффициенты по-
глощения и эллиптичность собственных волн, можно ре-
шить задачу о прохождении света через пластинку из 
поглощающего двупреломляющего кристалла. В общем 
случае с учетом многократных отражений такая задача 
довольно сложная и решение ее приведено у Ф. И. Фе-
дорова [16]. Приведем решение такой задачи методом 
сложения собственных волн без учета многократных 
отражений так же, как было сделано для прозрачных 
кристаллов. 

В общем случае, как было показано, в поглощающих 



4.4. Распространение света в пластинке 139 

кристаллах распространяются две эллиптически поляри-
зованные ортогональные волны с одинаковой эллиптич-
ностью S и одинаковым направлением обращения. Две 
собственные волны с учетом фазового множителя можно 
записать в виде [24] 

= —tsc„)exp(t(pi); 
(4.44) 

Ез = Л^ (Са -f tsci) exp (^фа), 

где S — эллиптичность собственных волн; Cj, Cj — два 
единичных ортогональных вектора главных направле-
ний поляризации, 

ф1 = 0) 

ф „ = со 

1 \ 
— m^r 
с 

I 1 
т . ,г 

Если на пластинку падает линейно поляризованная 
волна с азимутом а (отсчет от вектора с,), то ее можно 
записать в виде 

£ = ^o(CiCosa + CaSina), (4.45) 

где Ло — амплитуда падающей волны. 
При mir = m 2 r = 0 (верхняя грань пластинки) для 

амплитуд собственных волн Л, и Лг имеем 

. _ . cos а — is sin а Ai —- /1о — 

Л а —^ Л ц 

1 - ŝ  
(4.46) 

sin а -)- is cos а 
1 

Волна Ез, выщедшая из пластинки, получается в ре-
зультате сложения собственных волн при nr~d: 

£з = {Л̂ Сг + ВзСа) ехр Цц>). (4.47) 

В результате для комплексных амплитуд прошедшей 
волны Лз и Вз получаем следующие выражения: 
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As = {Ai exp (t>i) + isA^ exp (/фг)) exp (/ф); 

t4.48) 

S3 = (— isAy exp + A^ exp (г'фз)) exp (гф). 

Отношение комплексных амплитуд определяет поля-
ризацию прошедшего света: 

Зная г, можно вычислить азимут прошедшего света 

tg2x = 
(4.50) 

(1 — s') [(1 — s^)sin2ctco5A — 2s sin A] 
(1 — s 4 ) [ ( l + s 2 ) c h 6 c o s 2 a + ( l - - s ' ) s h 6 ] — 4 s 4 h 6 c o s 2 a ' 

Здесь A = 2ndAn/K — разность фаз в пластинке, 6 = 
= 2згс(АкД, Ап = п2—п1 — двупреломление, Ах=Н2—xi — 
дихроизм. 

Эллиптичность прошедшего света t g y определяется 
выражением 

sin 27 = {(1 — s^) sin А sin 2а — 2s [(1 + s®) (ch б — cos A) + 

+ (1 — s )̂ sh б cos 2a]} {(1 - - s ^ ch б + (4.51) 

+ ( 1 — s4)sh 6cos2a - 2s(l—s^)sin A sin 2a—4s2(ch6—cosA)}-i. 

В направлении круговых осей s = ± l , в этом случае 

t g 2 x = 00; 

s i n 2 7 = ± l ; (4.52) 

t gv = ± 1, 

т. е. свет выходит из пластинки циркулярно поляризо-
ванный (не учитывая волну Фохта). 

Для направлений, отличных от круговых оптических 
осей, S резко уменьшается и становится малой величи-
ной. В этом случае, отбрасывая члены порядка s^, по-
лучаем 
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, „ COS Д sin 2а —2s sin Л 
^^ = о , u i . • СП о COS 2а + sh о 

(4.53) 

. „ sin А sin 2а — 2s (ch б — cos А + sh б cos 2а) sin 2^ ! '- . 
ch б + sh б cos 2а — 2s sin A sin 2a 

Для всех одноосных кристаллов и некоторых направ-
лений двуосных кристаллов ^ = 0 , тогда из (4.53) полу-
чаем 

tg2x = 
cos А sin 2а 

sin 2у = 

ch б cos 2а + sh б 
(4.54) 

sin А sin 2а 
ch б + sh б cos 2а 

Выражение, аналогичное (4.49), можно получить, 
используя результаты [25, 26]. Если после пластинки 
расположен анализатор с направлением колебаний под 
углом р к главным направлениям пластинки, то интен-
сивность света при s = 0, прошедшего через всю систему 
поляризатор—пластинка—анализатор, равна [27]: 

1 = |ЕЕ*1 = 

(4.55) 

= /о {а + t>i cos 2а + Ьз sin 2а -f с̂  cos 4а + Са sin 4а), 

где а = (2 + cos 2т) + cos А cos 2т; = 2 sh б (1 + cos 2т); 
= (ch б — cos'A) cos 2т; Ьз = 2sh 6sin 2т; Cg —(ch6 — 

— cos A) sin 2T; С = 2nd (x^ + х^)/}^; т = a — P — угол между 
главными направлениями колебаний поляризатора и анали-
затора. 

На рис. 4.9 показана зависимость / ( а ) для случаев, 
когда поляризатор и анализатор скрещены и параллель-
ны. Из рисунка видно, что максимальные значения ин-
тенсивности Ii (при а = 0 ° ) и /з (при а = 9 0 ° ) не совпа-
дают по величине, как это было для прозрачных кри-
сталлов (см. рис. 3.3). Это различие и несет информа-
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0.5 

/ / Ч ' ^ У х ' Ч 
. I I , , ,1.. 

о I 

45 90 155 а.гнпа 
Рис. 4.9. Зависимость интенсивности света I от угла поворота пластин-

ки а для поглощающих кристаллов с разностью хода Д = 60°: 
а — 6 = 0 , 2 ; б — б = — 0 , 1 ; в — 6 = 0 , 6 ; г — 6 = — 0 , 8 (сплошная ли-

ния— поляризаторы параллельны, штриховая — скрещены) 

цию о величине дихроизма. Период функции / ( а ) 
становится равным 180°, а не 90°, как было в прозрач-
ных кристаллах. 

Из формулы (4.55), из отношений Ь/а и с/а {tî  = + 
-f bl, ĉ  = ci + c\) можно вычислить cos A и ê ®. При 
этом важно, что не нужно учитывать общее поглощение 
кристалла, связанное с членом е"^-. 

cos А = - а —с (2 + cos 2т) 
"1/(й -f с cos 2т)^ — cos^ т 

а + 6 cos т + с cos 2т 
а — b cos т с cos 2т 

(4.56) 
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Наиболее простые соотношения получаются при парал-
лельных поляризаторе и анализаторе (т = 0), Вводя обоз-
начения (см. рис. 4.9) /о = / i , /90 = /3, /45 = /2 и учиты-
в а я , что а „ = ( А + /3 + = ( /1 - / з ) /2 , с II = ( / i + 
+ I3 — из (4.56) получаем 

cos А == _ . 
V(a,+c,r-b\ 2 У/1 /3 

(4.57) 
g26 _ _а\\ + +С | | _ h 

Очевидно, что при b — Q эти выражения переходят в 
соотношения (3.47), полученные для прозрачных кри-
сталлов. 

4.5. ОПРЕДЕЛЕНИЕ О П Т И Ч Е С К И Х П А Р А М Е Т Р О В 

П О Г Л О Щ А Ю Щ И Х К Р И С Т А Л Л О В 

При исследовании поглощающих кристаллов необхо-
димо определять показатели преломления и коэффи-
циенты поглощения. В слабопоглощающих кристаллах, 
т. е. в таких, которые можно исследовать в проходящем 
свете, показатели преломления определяются обычными 
методами. Поэтому основной вопрос для таких кристал-
лов — исследование коэффициентов поглощения. 

Изучение зависимости коэффициента поглощения 
от длины волны падающего на кристалл электромаг-
нитного излучения, т. е. спектра поглощения кристалла, 
представляет собой удобный способ исследования элект-
ронной структуры кристалла, его энергетической схемы, 
вероятностей переходов между уровнями энергии, ди-
намики решетки и составляет целый раздел физики 
твердого тела — спектроскопию кристаллов [1—10]. 

Экспериментальная методика и техника спектроско-
пии определяются прежде всего выбором диапазона длин 
волн. В УФ, видимом и ближнем ИК-диапазонах при-
меняют диспергирующие оптические приборы — призмен-
ные или дифракционные, в дальней же области "ИК-
спектров наиболее распространенной является фурье-
спектрометрия на базе интерферометров [28—30]. Прин-
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ципиальная схема спектрофотометра показана на рис. 
4.10. В видимой и УФ-областях приемниками излучения 
в основном являются фотоумножители с различной 
спектральной чувствительностью, а в ИК-области — 
фотосопротивления, боллометры и ячейки Голея. Спект-
ральные приборы достигли высочайшей степени совер-
шенства как в смысле пороговой чувствительности, так и 
разрешающей способности. Для исследования кристал-

Рис. 4.10. Принципиальная схема спектрофотометра: 
1 — источник света; 2 — монохроматор; 3 — поляризатор; 4 • 

сталл; 5 — анализатор; 6 — фотоэлемент 
- к р и -

лов они снабжаются различного типа поляризуюш,ими 
устройствами. 

Тонкая структура спектров обязана различного рода 
слабым взаимодействиям (спин-орбитальным), влиянию 
кристаллических полей низкой симметрии, межконфигу-
рационным взаимодействиям связей с колебаниями ре-
шетки. Для ее регистрации необходима высокая разре-
шающая сила спектральной аппаратуры и, как правило, 
использование низких температур вплоть до температу-
ры жидкого гелия, чтобы избежать теплового уширения 
спектральных линий. В тех областях спектра, где это 
возможно, применяют также фотографическую технику, 
используя спектрографы. Фотоэлектрические спектро-
фотометры основаны на сравнении интенсивностей двух 
потоков излучения: одного опорного и другого, прошед-
шего через изучаемый образец. Сравнение осуществля-
ется либо электрическим путем (схемой деления), либо 
оптически (различного рода ослабители) и результат 
сравнения регистрируется электронным самописцем. Из-
вестны и простейшие визуальные спектрофотометры. 
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Для измерения спектров линейного дихроизма также 
разработан ряд приборов и предложены различные ме-
тодики [31, 32]. Кроме того, имеются различные методы 
одновременного определения дихроизма и двупрелом-
леиия. Они основаны на анализе поляризации или интен-
сивности света, прошедшего через образец. В низкосим-
метричных кристаллах собственные волны эллиптически 
поляризованы, поэтому характеристикой для такого 
кристалла является и эллиптичность собственных волн. 
О возможности определения дихроизма и двупреломле-
ния с помощью спектрофотометра, снабженного поля-
ризатором и анализатором, будет сказано в главе 5. Там 
же рассмотрена возможность определения этих пара-
метров по исследованию азимута прошедшего света. 

Сильнопоглощаюшие кристаллы невозможно иссле-
довать в проходящем свете, поэтому такие кристаллы 
исследуются в отраженном свете. 

В последнее время развилась новая область физики 
твердого тела — отражательная эллипсометрия, в кото-
рой по параметрам поляризации отраженного света 
определяются параметры исследуемого вещества [33— 
37]. При отражении электромагнитной волны от границы 
раздела двух сред компоненты вектора Е, лежащие в 
плоскости падения (р-компонента) и перпендикулярные 
к ней (s-компоненты), изменяются по величине и по> 
фазе. Вследствие этого изменяются параметры эллипса 
поляризации, которые и подлежат определению в эллип-
сометрии. 

В общем случае отношения комплексных амплитуд 
отраженных волн можно записать в виде 

=р. (4.58) 
A'lA г, 

В эллипсометрии это уравнение записывается через 
поляризационные углы и А, которые вводятся сле-
дующим образом: 

p = (4.59) 
Уравнение (4.59) можно записать по-другому: 

= = (4.60) 
^^ Л' в tgx' ^ 
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где AlB = t g x , = X и х ' — азимуты поляриза-
ции падающей и отраженной волны, в общем случае 
комплексные. • 

Эти уравнения устанавливают связь между экспери-
ментально измеряемыми параметрами и А или х и х ' 
и оптическими параметрами кристалла. Видно, что tgi|) = 
= и А=Агр—Ars характеризуют относительные 

Рис. 4.11. Оптическая схема эллипсометра: 
1 — источник света; 2 — поляризатор; 3 — компенсатор; 4 — столик 
эллипсометра; 5 — кристалл; 6 — анализатор; 7—фотоэлемент (ф — 

угол падения света) 

изменения амплитуды и фазы, испытываемые при отра-
жении р- и s-компонентами. 

В настоящее время созданы различные конструкции 
эллипсометров, с помощью которых измеряются поляри-
зационные углы г): и А. Принципиальная схема эллипсо-
метра представлена на рис, 4.11. Свет последовательно 
проходит через поляризатор, компенсатор и после отра-
жения от образца поступает в анализатор. Поляризатор 
и анализатор помещают в градуированные оправы, поз-
воляющие измерять азимуты плоскостей пропускания 
относительно плоскости падения. Компенсатор представ-
ляет собой фазовую пластинку Х/4. В разных конструк-
циях приборов компенсатор устанавливают как до, так 
и после образца. При эллипеометрических измерениях 
чаще всего используют нулевой метод, когда эллипсо-
метрические параметры ф и А определяются по азиму-
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там поляризатора, анализатора и компенсатора, соот-
ветствующим гашению света на выходе анализатора. 
Наиболее простые соотношения, связываюш,ие парамет-
ры ijj и Д с азимутами поляризатора и анализатора, по-
лучаются, если азимут «быстрой» оси компенсатора 
зафиксировать под углом dz45°. Все измерения и вычис-
ления оказываются наиболее простыми, если используе-
мая фазовая пластинка Х/4 является идеальной, в про-
тивном случае нужно учитывать ее неидеальность [33, 
38, 39]. 

С помощью методов эллипсометрии решаются раз-
личные практически важные задачи. Здесь остановимся 
кратко только на возможности определения оптических 
постоянных поглощающих кристаллов. 

Как уже говорилось, в принципе решение граничных 
задач (на основании которых и можно определять по-
стоянные) , полученное для прозрачных кристаллов, мож-
но использовать и для поглощающих кристаллов, считая 
при этом, что показатели преломления комплексны. 

Рассмотрим самы11 простой случай, когда нужно оп-
ределить показатель преломления и коэффициент погло-
щения изотропного кристалла по параметрам поляриза-
ции отраженного света без учета многолучевой интер-
ференции. В этом случае будут справедливы формулы 
Френеля (см. (4.18)) только с комплексным показателем 
преломления среды. Эти выражения для амплитуд в 
плоскости падения (р-составляющие) и перпендикуляр-
ные к ней (s-составляющие) можно записать в виде 

В' <Ф|| 
В 

А' 
А 

•-= г, = г^е 

(4.61) 

Учитывая соотношения (4.60) и закон Снеллиуса, 
подставим формулы (4.18) в (4.61), тогда получим урав-
нение для определения комплексного показателя прелом-
ления в виде [18] 

N\ = /г^зш^ф 
Л -f р / 

(4.62) 
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Возводя в квадрат это уравнение и затем приравни-
вая отдельно действительную и мнимую части, получим 
выражения для вычисления показателя преломленная и 
коэффициента поглощения [17]: 

tg^ Ф (cos^ 2v|? — sin^ 2\|з sin ^Д) 
ni — X? = п^ sin^ ф 1 + 

= — 

(1 + sin 2т|з cos А)̂  

n^ sin^ Ф tg2ф sin 4гр sin A 
(1 + sin 2x|) cos Д)̂  

(4.63) 

(4.64) 

Таким образом, можно определить и xi исследуе-
мого изотропного кристалла, если известен показатель 
преломления окружающей среды и измерены поляриза-
ционные углы и А при одном угле падения ф. 

Важной характеристикой является отражательная 
способность. Так же, как в прозрачных кристаллах, 

jrp|2; При нормальном падении получаем 

Мг — п 2 _ п\ + и? + п^ — 2/гп1 ^̂  g ^ ^ 

R = 
N^ + n n? + X? + + 2««1 

Ha рис. 4.12 показана зависимость величин Rp, Rs, a 
также эллипсометрических углов if и Д от угла падения 
Ф на границе воздух—поглощающий кристалл. Из ри-
сунка видно, что в отличие от прозрачного кристалла 

ЧД,граа 

60 ЦП АО 60 76,13 ^гра 

Рис. 4.12. Зависимости отражательной способности R^ и Rs (а), эл-
липсометрических углов г)) и А (б) от угла падения ф при отражении 

на границе раздела воздух—кремний (Л^=4,05+Ю,028) [18] 
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отражательная способность Rp не равна нулю, а дости-
гает минимального значения при некотором угле паде-
ния фв, который называется псевдобрюстеровским уг-
лом (рис. 4.12, а). Вторым важным отличием погло-
щающего кристалла от прозрачного является плавное 
изменение угла Д в окрестности главного угла падения, 
а не резкий скачок А от 180° до О (рис. 4.12, б, рис. 2.2, в). 

Рассмотрим теперь следующий случай, когда погло-
щающая изотропная пластинка находится между двумя 
изотропными прозрачными средами и учитывается мно-
голучевая интерференция. Для прозрачных кристаллов 
решение такой задачи приведено в главе 3 и получены 
формулы для амплитуд отраженной и преломленных 
волн. Эти выражения справедливы и для поглощающих 
кристаллов, только необходимо учесть, что теперь пока-
затель преломления кристалла является комплексным 

Так же, как и в случае отражения от одной грани 
пластинки, вводится величина р, которую в данном слу-
чае можно записать в следующем виде с учетом соотно-
шений (3.4), (3.7) [18]: 

(4.66) 

где индексы р и s соответствуют поляризациям в плоскос-
ти падения и перпендикулярно плоскости падения. 

Точно так же в случае исследования прошедшего 
света можно записать 

•̂ OLP 

OlS 

1̂2p \ 14" ''ois'" 128̂  
(4.67) 

1 + ''огр'" 12P̂  

Очевидно, что это комплексное уравнение делится на 
два действительных: 
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4t = arctg|p|, A = arg(p). (4.68) 

Ясно, что даже для изотропных кристаллов эти вы-
ражения довольно громоздки и полный анализ, можно 
провести только с помощью расчетов на ЭВМ. Величи-
ны и А зависят от угла падения ф, показателей пре-
ломления кристалла Ni, толщины пластинки d, длины 
волны падающего света л и показателей преломления 
окружающей среды (п, щ). 

Уравнения (4.66) и 
(4.67) позволяют р-ассчи-
тать зависимости отраже-
ния и пропускания от тол-
щины пластинки (прямая 
задача эллипсометрии) и 
комплексный показатель 
преломления и толщину 
по измеренным •ф и А (об-
ратная задача эллипсо-
метрии). 

Рис. 4.13. Зависимость отража-
тельной R и пропускательной 
способности Т металлической 
пленки от ее оптической толщи-
ны [17]; Л1 = 1; П2 = 3,5; Пз = 

= 1,5: 
/ _ Х 2 = 0; 2 — 0,35; 3 — 0,7 

На рис. 4.13 показана зависимость и Г = 
= от толщины при разных значениях коэффици-
ента поглощения. Как видно из рисунка, величины макси-
мумов уменьшаются по мере увеличения коэффициента 
поглощения. При больших значениях xi пропускание Т 
мало и максимумы и минимумы вообще не наблюдаются. 

В общем случае при решении обратной задачи эллип-
сометрии имеется несколько вариантов в зависимости 
от того, какие параметры необходимо определить. Если 
необходимо определять оптические параметры кристал-
лической пластинки, в том числе толщину и показатели 
преломления среды, то необходимы дополнительные 
измерения, например при нескольких углах падения. 
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При ЭТОМ используются различные приближения в за-
висимости от толщины исследуемого кристалла. В основ-
ном речь идет о тонких слоях, т. е. о пленках различной 
толщины. В любом случае такие задачи в основном ре-
шаются с помощью расчетов на ЭВМ [18, 40, 41]. 

Перейдем к следующему случаю, когда необходимо 
определить оптические параметры анизотропных кри-
сталлов. Рассмотрим сначала одноосные кристаллы. 
Задача об отражении света от одноосного кристалла при-
ведена в главе 2 (формулы (2.89)). Разделив первое 
уравнение на второе, получим соотношение, связываю-
щее параметры падающего и отраженного света, при 
этом учтем, что азимут падающего света t g x = ^ / B , от-
раженного— Введем поляризационные 
углы гр и А так же, как и для изотропных кристаллов, 
следующим образом: 

t g J M 2 L = ^̂  gg^ 
tg х' r.s + rsp ctg X 

Из этого соотношения сразу видно отличие анизо-
тропных кристаллов от изотропных. Здесь появились 
члены Гр., и tsp, описывающие трансформацию падаю-
щей волны р в отраженную s и наоборот. 

Для изотропных кристаллов для всех плоскостей и 
углов падения выполнялось условие [16] 

dX ig% 
Для анизотропных кристаллов такое свойство может 

выполняться только в некоторых частных случаях. Из 
соотношения (2.90) видно, что r p s = r s p = 0 в случае, 
если а с = 0 , т. е. и выполнение условия (4.70) возможно 
для главной плоскости падения. В случае если оптиче-
ская ось параллельна плоскости раздела (qc = 0), то 
условие (4.70) выполняется в главной плоскости паде-
ния и перпендикулярно к ней. В случае, когда оптиче-
ская ось перпендикулярна к плоскости раздела, имеем 

tgX- = tg2x + . (4.71) 
(л + Ло) (ео11 — «Ч) 
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Т. е. свойство (4.70) выполняется всегда т а к же , к а к и д л я 
изотропных кристаллов . 

Используя соотношение (4.69), можно различными 
способами определять оптические параметры кристал-
лической пластинки. В работе [16] предложено прово-
дить измерения для трех различных азимутов колеба-
ний падающей линейно поляризованной волны x(i), Х(2). 
}С(з) при двух углах падения фО, ф'^'. Если обозначить 
значения tgXi через а^ Ог, «з Для азимутов падающего 
света Х(2) = 90°, Х(з) = 45°, то из уравнения (2.89) 
получаем систему уравнений 

— aiU + 2P = 0; 

М + 2a^Q = 0; (4.72) 

М + 2a,Q ^ UsU + 2Р = О, 

откуда имеем 

р V - W ^ а з - « 2 f 
— - — ; 

Q V + W 

и, следовательно, 

W a^qc 1 - / 

Так как т1о = Veo — а^, а^ = п^ соз^ф, be = |а| cos р sin 9, 
cos 8 = cq, то 

l / ^ ^ ^ c o s p t g 0 . (4.74) 

Если определить q для двух углов падения при задан-
ном азимуте главной плоскости р, то 

_ п^ {q'i — ql) sin^ Ф1 sin^ ф^ . „.ч 
2 . о ' 

sm^ Ф1 — зт^фз 

Следовательно, в данном случае определяется и ориен-



4.5. Определение оптических параметров 153 

тация оптической оси. В [16] предлагаются и другие 
способы определения ориентации оптической оси. 

Для определения ее необходимо сделать измерение 
х' при х = 4 5 ° в главной плоскости падения (р = 0). 
В этом случае получаем 

еоР —cos^e ^ 

l — ilo 
ri + Tio 

t g V = <д tg X 
tgx ' 

Этот метод не пригоден для определения параметров 
изотропных тел, а такл<е для некоторых частных ориен-
таций оптической оси, поскольку для его применения 

d ' tg 7 \ 
необходимо, чтобы ^ Q 

dx \tgx' J 
В случае ориентации оптической оси параллельно 

или перпендикулярно к плоскости раздела эту задачу 
можно решить по-другому. Например, если оптическая 
ось перпендикулярна к плоскости раздела, то из (2.89) 
получаем соотношения 

т] + Ло 

g, ^ epTiTi, - - ^ 
еоЦЦе + «^Ло 

t g x = 

(4.78) 

В' 
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При этом угол полной поляризации определяется из 
формулы 

пЦге-п^) 

Проведя измерения при угле полной поляризации и 
каком-то произвольном угле из уравнений (4.79), вы-
числяем 8с и Ей. Измеряя отражательные способности 

2 
можно также вычислить 

А' 
и / ? s = 

В' 
А В 

60 и Ее-

Метод, предложенный в [16], требует высокой точ-
ности при определении поляризационных углов. Ошибка 
в определении оптических постоянных кристаллов бу-
дет уменьшаться с увеличением анизотропии комплекс-
ных показателей преломления. 

Задачу определения оптических параметров кри-
сталлов по отраженному свету можно решать различ-
ными методами [42—46], например, в [42] предложен 
следующий. Поскольку для большинства кристаллов 
величина двупреломления мала, можно задачу решать 
приближенно, вычисляя N^ и \M = Nt—A'Q. ДЛЯ этого 
предлагается проводить измерения в главной плоскости 
падения pii = tg li^iie'^ " и в плоскости, перпендикулярной 
к ней p_L = tg i f ^e ' ^^ . В изотропных средах pii = pj_=Po» 
поэтому величина р^—рх или х=1—р\\1р± является ме-
рой анизотропии кристалла. Раскладывая выражения 
для коэффициентов отражения j]'-̂  и r j^ - l в ряд по 
степеням AN, получаем систему уравнений, решая кото-
рую можно получить аналитические выражения для 
вычисления Nq И AN = Ne—N^. 

Другой способ решения данной задачи предлолсен 
в [47, 48], где проводятся измерения поляризационных 
углов 1|) и Д при двух ориентациях главной плоскости, 
когда она параллельна и перпендикулярна плоскости 
падения. Комплексные показатели преломления N^ и Ng 
вычисляются из решения системы двух нелинейных комп-
лексных уравнений с помощью расчетов на ЭВМ. 

Использование иммерсии открывает дополнительные 
возможности для определения оптических постоянных 
кристаллов. Иммерсионные методы позволяют получить 
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явные выражения для вычисления показателей прелом-
ления [43, 49]. 

Возможны и другие варианты нахождения оптиче-
ских параметров из измерения параметров отраженного 
света [50—52]. 

Из приведенных примеров видно, что по сравнению 
с изотропными кристаллами определение оптических 

Рис. 4.14. Прохождение света через пластинку из одноосного кристал-
ла с учетом многократных отражений 

констант одноосных кристаллов является довольно слож-
ной задачей. 

Ясно, что еще более сложные проблемы возникают 
при исследовании низкосимметричных кристаллов. Пред-
лагаются различные методы определения оптических 
констант таких кристаллов. Трудности их исследования 
состоят в том, что увеличивается число параметров, под-
лежащих определению, при этом значительно услож-
няются все соотношения, описывающие распростране-
ние света в кристаллах. Поэтому экспериментальное 
исследование таких кристаллов только начинается. Пред-
лагается проводить измерения на нескольких срезах, 
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используют различные приближенные соотношения, при-
меняются иммерсионные измерения и т .д . [16, 53—57]. 
В большинстве случаев расчеты проводятся с использо-
ванием ЭВМ. 

Так же как в случае изотропных кристаллов, суще-
ствует ряд задач, когда при определении оптических 
параметров необходимо учитывать многократные отра-
жения. В основном речь идет о тонких анизотропных 
слоях или пленках на поверхности кристалла. В этом слу-
чае задача еще более усложняется и имеются различные 
варианты ее решения [58—61]. 

Приведем решение задачи о распространении света через 
пластинку из одноосного кристалла с произвольной ориен-
тацией оптической оси с учетом многократных отражений 
[61] (рис. 4.14). Задача об отражении света от одноосного 
кристалла была приведена в главе 2. Там приведены вы-
ражения для падающей, отраженных и преломленных волн. 
Волны, отраженные от второй грани пластинки, будут 
иметь такой же вид, только с соответствующими значени-
ями r|i и т]2. Поступая так же, как и раньше, и учитывая, 
что при подстановке в граничные условия на второй грани 
гпгг = r\id, в результате получим систему из 8 линейных 
уравнений, в которых введены обозначения: Ар, Ар Л^, 
A's — амплитуды падающей и отраженных волн; Aq, А^, 
А'о, А'е — амплитуды преломленных волн и отраженных от 
нижней границы; Лр^, Л.,]—гмплитуды прошедшей волны 
(см. рис. 2.8, 4.14); = — т] '= ( п ^ - - % = (A î— 

= (е^.—ео)х 
J 

X ± - ^̂  {е, - ( е , - Бо) е ? } ] ' е ^ - sin 6 sin р; 
62= sine cos р; 63=cos 9; | = nsin ф; М = eoSin^B+EeCos^S; 

Бо = NI, Be = Ne Qh =- бХр i 

^oeiTio + Ле (ê Tio — egi],) — А'ое^Цо + {е-Л — 6311̂ ) + 

n n 

(63 — 11062) + Л^Еоб! + Ло (ез + Tjoea) + Л'.гоС^ — Л^ = Л^, 
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^оЛо (̂ 3 — Ло̂ г) + Кч^х^е —^оЛо (бз + Ло̂ г) + 

+ Л е̂об̂ т]̂  + Tî s = 

Лобхео — А^го (eg - ц^е^) + А'ое^га — AIBQ {вд —11^62) — 

— пАр = пАр, 

^О х̂Лобо + (бзЛо — езЛе) бе — + 
Уо 

+ л ; (е̂ т)? - е л ) К ^ - О, (4.80) 
-Vi 

(63 — ^062) + + - ф - (eg 4- ще^) + 
Уо 

+ — Л . А О, 

^оЛоёо (ез — Лобз) + Ле8ое1Л Де — Л ̂  (Сз + Лце,) + . 

+ Аее^е^пЖ — Лз1%ё1 = О, 
' £ 

Л0616060 — Л^бо (вд — 11̂ 62) в,+ Aoei 
во 

— Лвбо (бз — 1K2) К - - Л/Ир^ёх = 0. 

Эту систему из 8 уравнений можно решить аналити-
чески и получить выражения для амплитуд отраженной 
и прошедшей волн через амплитуды падающей волны. 
В общем виде они будут довольно громоздкими. В [44, 
62] показано, как можно определить эти коэффициенты, 
не решая систему уравнений. Эту систему можно пред-
ставить в виде 

= (4.81) 
где Xi = Ac', Ае, Ад, А'̂  , Ари Л.,,, Л^, Л/ — неизвестные 
амплитуды; bh — правые части, связанные с амплитуда-
ми падающей волны. 
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Обращая систему (4.81), имеем 

х; = а л Х . ^ (4.82) 

Из (4.82) и (4.80) получаем 

Грр = aVS + Овдп; 

Грв = aj!i — + 
п 

Гвр = "б",'г + 0 ,̂311; 

rss = + аГ/зГ]. 

Элементы матрицы отражения fpp, rss, rps, fsp опреде-
ляются с помощью расчетов на ЭВМ [63]. Посмотрим, 
как они изменяются в зависимости от угла поворота 
пластинки вокруг вертикальной оси (угол р) [62]. Ра-
счет проводился для случая, когда на поглощающей 
подложке с комплексным показателем преломления 
iVi = 3,9+i0,02 находится анизотропная пленка из одно-
осного прозрачного кристалла толщиной 0,2 мкм 
(рис. 4.15). Из рисунка видно, что зависимость дей-
ствительной Це(грр) и мнимой \ т ( г р р ) частей диаго-
нальных элементов от угла р незначительна (рис. 
4.15, а ) , в то время как для недиагональных существенна 
(рис. 4.15, б). При малых значениях В величины lm.(rps) 
и \т.{Гвр) близки друг к другу (рис. 4.15, б). При уве-
личении 0 значения Im(rps) и Im(rsp) сильно отлича-
ются друг от друга (рис. 4.15, в). При 9=90° , т.е. для 
случая, когда оптическая ось кристалла параллельна 
поверхности раздела, максимумы и минимумы равны по 
абсолютной величине (рис. 4.15, г). Следует отметить, 
что экстремальные значения будут при р = 42,6 и 137,4°, 
а не при 45 и 135°, как было бы в случае отражения от 
кристалла, а не от кристаллической пленки, располо-
женной на поглощающей подложке. 

Проводя измерения элементов матрицы отражения, 
можно определить комплексные показатели преломле-
ния исследуемого анизотропного слоя, толщину и ориен-
тацию оптической оси. 
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При определении комплексных показателей прелом-
ления кристаллов по исследованию отраженного света 
следует иметь в виду следующее. Все кристаллы имеют 
на поверхности переходный слой, который может вносить 
существенные ошибки при определении параметров. По-
этому в большинстве случаев необходимо учитывать этот 
переходный слой [64—67]. Для примера на рис. 4.16 
показаны зависимости i); и Д от угла падения без учета 

V, ГСОЗ 

Ф, град 

Рис. 4.16. Зависимости ф- и Д-иараметров от угла падения при отра-
жении от одноосного кристалла [44]: 

1 — без слоя, 2 — со слоем малой толщины 

и с учетом тонкого слоя на поверхности кристалла [44]. 
Видно, что А(ф) имеет плавный характер, а не скачок в 
180° и •ф не равно нулю, как это должно быть в прозрач-
ном кристалле. Переходный слой может иметь сложную 
структуру. В некоторых случаях его можно представить 
в виде однородной изотропной пленки. При решении 
таких задач необходимо определять одновременно пара-
метры кристалла и пленки на поверхности кристалла. 
Для этого необходимы дополнительные измерения или 
при разных углах падения, или в иммерсионной среде. 
Неучет переходного слоя может приводить к существен-
ным ошибкам при определении показателей преломле-
ния, особенно при определении коэффищ^ентов погло-
щения. Например, в прозрачных кристаллах при изме-
рении получаются значения коэффициента поглощения 

которые полностью определяются переходным 
слоем на поверхности кристалла. 

Таким образом, даже такой сравнительно краткий 
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Т а б л . 4.1. Комплексные показатели преломления некоторых 
кристаллов 

Н а з в а н и е ч к р и с т а л а п ч 

Натрий 0,044 2 ,61 
Серебро 0,18 3,64 
Алюминий 1,44 5 ,23 
Ртуть 1,62 4 ,41 
Никель 1,79 3,32 
Кремний 3,95 0,055 
Карбид кремния 2,612 0 ,04 
Галенит А,2,77 1,528 

«0 Хо 

Турмалин 1,667 1,637 0,027 0,014 
Киноварь 2,799 3,103 0.135 0 ,19 
Молибденит 3,377 2,454 1,393 0,372 
Сурьма 2,986 4,005 5,412 5,259 

л, Пз Kl Хз 

Сурьмяный блеск 5,12 4,37 3,41 0,635 0,817 0,723 

перечень работ по элллипсометрин, в которых предла-
гаются различные методы определения оптических пара-
метров кристаллов, показывает, с одной стороны, воз-
можности, с другой стороны, трудности этого метода. 
Имеется много других задач, которые решаются с по-
мощью эллипсометрии, но мы на них здесь не останав-
ливаемся. В табл. 4.1 приведены значения показателей 
преломления и коэффициентов поглощения для некото-
рых кристаллов, измеренные различными методами. 

4.6. К О Н О С К О П И Ч Е С К И Е К А Р Т И Н Ы В П О Г Л О Щ А Ю Щ И Х 

К Р И С Т А Л Л А Х 

Коносконические картины поглощающих кристаллов, 
обладающих дихроизмом, особенно сильным, имеют осо-
бенности по сравнению с прозрачными. 

6. З а к . 672 
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Рис. 4.17. Коноскопические картины в кристаллах платиносинеродисто-
го иттрия [69]; 

й — с поляризатором (Х = 0,464—0,454 мкм); б — скрещенные поля-
ризаторы, диагональное полол{ение (>^=0,448 мкм); в — с поляриза-
тором, диагональное положение (л = 0,5—0,48 мкм); г — скрещенные 

поляризаторы, диагональное положение (>. = 0,48 мкм) 

Рассмотрим сначала явления в коноскопической кар-
тине, которую дает пластинка, вырезанная из одноос-
ного слабопоглощающего кристалла между скрещенны-
ми поляризаторами. Точки на ее плоскости соответ-
ствуют лучам, падающим на пластинку под разными 
углами. От точки к точке меняется и расположение 
направлений колебаний. Для амплитуд лучей, которые 
интерферируют, легко получить следующие значения: 

Ai = Ло sin 2ае -1Ф1. 

(4.83) 
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где а — угол между направлением колебаний обыкно-
венной волны и поляризатором; хь хг — коэффициенты 
поглощения обыкновенной и необыкновенной волн. 

Обозначив разность фаз между ними А, для интен-
сивности после их интерференции получим 

/ = J ^ s i n 2 2ae-^(ch6 —cosA). (4.84) 

Значит, как и раньше, в поле зрения возникают коль-
ца вследствие изменения разности хода, которые, одна-
ко, не обладают из-за поглощения полным контрастом. 
По-прежнему поле зрения пересечено темным крестом 
изогир а = 0; л/2. Кристаллы ведут себя различно в за-
висимости от случаев соотношения между xi и хг,. Если 
y-i'^y-u то лучи, близкие к оси, будут ослабляться срав-
нительно мало и таким образом поле зрения вне креста 
будет светлым, и наоборот, при x i ^ x 2 поле зрения бу-
дет темным и просветляется лишь к краям. 

Если коноскопическую картину сильнодихроичного 
одноосного кристалла, вырезанного перпендикулярно 
оптической оси, наблюдают только с одним анализато-
ром, то в поле зрения будут наблюдаться два темных и 
два светлых пучка (рис. 4.17). Двуосные кристаллы 
дают в коноскопической картине большое разнообразие 
наблюдаемых эффектов [69]. 



Г л а в а 5 

ОПТИЧЕСКАЯ АКТИВНОСТЬ, 
ИЛИ ГИРОТРОПИЯ КРИСТАЛЛОВ 

5.1. ВВЕДЕНИЕ 

При прохождении линейно поляризованного света 
через некоторые среды плоскость поляризации повора-
чивается на некоторый угол. Впервые это явление было 
обнаружено в 1811 г. Араго при исследовании кристал-
лов кварца. В 1815 г. Био обнаружил вращение плос-
кости поляризации в химически чистых жидкостях, а 
затем в растворах и парах и установил некоторые коли-
чественные закономерности. Вещества, вращающие плос-
кость поляризации, стали называть оптически активны-
ми, или гиротропными. В 1823 г. Френель объяснил 
поворот плоскости поляризации различием показателей 
преломления двух распространяющихся в веществе цир-
кулярно поляризованных волн — лево- и право-поляри-
зованных [1]. 

В 1847 г. Хайдингер обнаружил, что при прохожде-
нии света через кристалл аметиста вдоль оптической оси 
выщедший свет становится эллиптически поляризован-
ным. Этот эффект объяснялся различным поглощением 
циркулярно поляризованных по правому и левому кру-
гу волн в кристалле. Таким образом было открыто еще 
одно проявление оптической активности — циркулярный 
дихроизм. В 1896 г. Коттон обнаружил аномальный ход 
кривой дисперсии оптического вращения вблизи полос 
поглощения и связь между спектрами поглощения и цир-
кулярного дихроизма [2, 3]. С этого времени началось 
бурное развитие исследований по оптической актив-
ности [4]. 

Оптической активностью обладают многие вещества, 
особенно органические [5—7]. Оптически активные ве-
щества могут быть двух типов. Одни оптически активны 
в любом агрегатном состоянии, например сахар, винная 
кислота. Другие оптически активны только в кристал-
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лическом состоянии, например кварц, иодат лития. 
У веществ первого типа асимметричное строение моле-
кул, тогда как во втором типе веществ оптическая ак-
тивность связана с асимметрией поля сил, связываю-
щих частицы. 

Оптически активные вещества могут иметь две мо-
дификации — правую и левую. Существуют вещества, 
которые являются оптическими изомерами, т. е. или сами 
молекулы являются зеркальным отражением друг дру-
га, или в них содержится одинаковое количество правых 
и левых модификаций, такая смесь называется рацема-
том и она не вращает плоскость поляризации. Очень 
часто свойства изомеров различны. Например, синто-
мицин левой модификации оказывает лечебное действие, 
а правой — нет. Белки, синтезированные из правых амино-
кислот, не усваиваются организмом. До сих пор не ясен 
вопрос о преимущественной роли одной из форм изоме-
ров в биологических процессах. Выяснение этого вопро-
са имеет большое значение для понимания зарождения 
жизни на Земле [8]. Исследование оптической актив-
ности различных веществ находит широкое применение 
в биохимии и органической химии [5—7]. 

Оптическая активность кристаллов изучена гораздо 
меньше и до сих пор находит недостаточное применение. 
Это связано с тем, что в кристаллах только в направ-
лении оптических осей, так же как в изотропных средах, 
явление оптической активности проявляется в виде вра-
щения плоскости поляризации. В остальных направле-
ниях оптическая активность мала по сравнению с обыч-
ным линейным двупреломлением и дихроизмом. 

Современные теории возникновения оптической ак-
тивности в веществах довольно сложны, они качествен-
но описывают это явление, хотя количественные теории 
оптической активности связаны со значительными труд-
ностями [9—11]. Проявление оптической активности 
можно рассматривать феноменологически, не учитывая 
структуру среды, а рассматривая ее как сплошную. 
Именно таким образом рассмотрим оптическую актив-
ность в кристаллах и особенности ее проявления. 
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5.2. У Р А В Н Е Н И Я М А К С В Е Л Л А И У Р А В Н Е Н И Я СВЯЗИ 

В Г И Р О Т Р О П Н Ы Х К Р И С Т А Л Л А Х 

Распространение электромагнитных волн в среде 
описывается уравнениями Максвелла. Как было показа-
но, уравнения Максвелла для плоских волн записыва-
ются в виде 

1 
rot Е = — 

ro tH = 

с dt 

1 а о 
с dt 

divB = divD = 0 

или в ковариантной форме (см. (1.40)): 

D = — [тН] = —т'^Н; 

В = [тЕ] = т ^ Е . 
(5.1) 

Уравнения Максвелла сохраняют форму независимо 
от того, какими свойствами обладает среда. Свойства 
среды, в которой распространяется электромагнитная 
волна, определяются соотношениями, связывающими 
между собой Е и D, Н и В, и, как известно, называются 
уравнениями связи, или материальными уравнениями. 

В уравнениях связи вида D = eE, В = |яН векторы ин-
дукций зависят только от напряженностей электрическо-
го и магнитного полей. Если в среде учитывать зависи-
мость векторов индукции не только от векторов напря-
женности полей, а и от их пространственных производ-
ных вблизи рассматриваемой точки, то уравнения связи 
в такой среде оказываются более сложными. Учет в ма-
териальных уравнениях нелокальности связи между 
векторами электромагнитного поля приводит к явлению 
пространственной дисперсии, в том числе к оптической 
активности, или гиротропии. 

Начиная с конца прошлого века и до настоящего 
времени предлагаются различные варианты уравнений 
связи для описания оптической активности, полученные 
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как с феноменологической, так и с молекулярной точек 
зрения. 

Явление оптической активности, или гиротропию, 
можно описать, если в уравнения связи между индук-
циями и полями включить дополнительные члены, линей-
но зависящие от пространственных производных полей. 
(Такое описание было принято в работах [12, 13], а за-
тем развивалось в [14, 15].) В этом случае тензор ди-
электрической проницаемости 8(о), k) можно разложить 
по степеням k, т. е. 

Eifc (со, k) = (со).+ iytkiki = Eiu (со) + i — УшЩ, (5-2) 

где yiki — тензор третьего ранга; к п —волновой век-
с 

тор; 8fft(co) = efft(co, 0). 
Требование симметрии кинетических коэффициентов 

приводит к условию уш = —ykiu а условие эрмитовости 
при отсутствии диссипации ytki = — у т , откуда следует, 
что y*ki = yiki- Антисимметричный тензор ушЩ можно 
представить в виде 

(О 
Ушт = eiUmgmini, (5.3) 

где gmi — псевдотензор гирации. 
Таким образом, уравнение связи записывается в виде 

Di = e%Ek + ieihmgminiEk- (5.4) 

Уравнения связи в оптически активных кристаллах 
можно также описать с помощью соотнощений, приве-
денных в главе 1 (см. (1.26)), а именно: 

D = еЕ + /аН; 
(5.5) 

В = |лН - jaE, 

где а также называется псевдотензором гирации. 
Уравнения такого вида были получены в работах 
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[16—18], по существу они близки к уравнениям, полу-
ченным ранее в [19—21]. 

В [16, 18, 22] показано, что уравнения связи ^5-4) 
и (5.5) эквивалентны друг другу с точностью до перво-
го порядка по параметрам оптической активности. При 
этом необходимо правильно записывать граничные усло-
вия и выражения для вектора потока и плотности энер-
гии. 

В настоящее время в теоретических работах находят 
применение ковариантные методы расчета, предложен-
ные в [18]. При проведении экспериментальных работ 
в большинстве случаев из-за того, что эффекты, связан-
ные с гиротропией, являются малыми, пользуются раз-
личными приближениями и используют в основном 
уравнения вида (5.4). Поэтому основные закономерности 
распространения света, описание поляризации собствен-
ных волн в гиротропных кристаллах, уравнения нормали, 
вид псевдотензора гирации в различных классах сим-
метрии приведем и в ковариантной форме согласно 
[18], и в обычной форме согласно [14]. 

Итак, оптически активными, или гиротропными, кри-
сталлами являются кристаллы, у которых псевдотензор 
гирации gii в (5.4) или а в (5.5) отличны от нуля. Сим-
метрия кристалла накладывает ограничения на свойства 
псевдотензора гирации. Псевдотензор ga (или а) равен 
нулю у тел, имеющих центр симметрии, так как при из-
менении знака всех трех координат компоненты тензора 
третьего ранга и соответственно компоненты псевдотен-
зора второго ранга должны изменить знак, в то время 
как симметрия тела требует их неизменности при этом 
преобразовании. Следовательно, сразу 11 центросим-
метричных кристаллов не могут обладать оптической ак-
тивностью. Кроме того, при рассмотрении оптической 
активности в нецентросимметричных кристаллах ока-
зывается, что в кристаллах классов 6, 6m2, 43m тензор 
g i j (или а) равен нулю. Кристаллы оставшихся 18 клас-
сов имеют тензоры gtj и а , отличные от нуля, и являются 
оптически активными, хотя в кристаллах разных клас-
сов оптическая активность проявляется по-разному. 
Оптически активными являются кристаллы следующих 
классов симметрии: 
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Примитивные 

Аксиальные 

Планальные 

2 3 

222 32 

mm 2 3m 

4 

422 

4mm 

6 23 

622 432 

6mm — 

Инверсионные — — — 4,42m — — 

He останавливаясь на выводе, приведем в табл. 5.1 
и 5.2 псевдотензоры гирации, представленные и в кова-
риантной форме согласно [18], и в обычной форме со-
гласно [19]. В табл. 5.2 записана связь между двумя 
представлениями псевдотензоров для одноосных кри-
сталлов. 

Для наглядного представления зависимости оптиче-
ской активности от направления в [23] были предложены 
указательные, или гирационные, поверхности. Для этого 
вводится скалярный параметр гирации G как произве-
дение вектора гирации g, на волновую нормаль п: 

Т а б л . 5.1. Псевдотензор гирации, представленный в ковариантнои 
форме для кристаллов различных классов симметрии [181 

Класс 
симметрии Псевдотензор гирации a Ориентация 

ортов 

1 ttjCi • Ci + «аСг • C2 + a jCg • Cj + a ^ Произвольная 

2 « i C i • Ci + агСг • Сз + «зСз • Сз - f 
- Ь а Л - С з + авСг-С! Сз 1)2 

m « i C i • Сз + а^Сз • Ci + азСа • Сз + «403 • Сз Сз .1 m 

222 « iC l • Cl + «2^2 • С2 + «3С3 • Сз Cl, С2, Сз i| 2 
m m 2 a i ( c i - C 2 + C2-Ci) + a o C ^ Cl, C2 X m 

3 , 4 , 6 a j c - c - f « о с ^ с II 3, 4 , 6 
3 2 , 4 2 2 , 622 « 1 + ttjC-C c l ! 3, 4 , 6 

3 m , 4 m m , «оС^ с 11 3, 4 , 6 
6 m m 

4 a j (Ci • Cl — Ca • Сг) - г «2 (Cl • C2 C2 • Cl) с 1 И 

"42m « 1 (Ci-Ci —Ca-Ca) CCi = СС2 = 
= С1С2 = 0 

2 3 , 4 3 2 « 1 
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Т а б л . 5.2. Псевдотензор гирации для кристаллов различных классов 
симметрии [191 и связь его компонент в двух представлениях 

К л а с с 
с и м м е т -

рии 

П с е в д о т е н з о р 
гирации 

К л а с с 
симмет-

рии 

П с е в д о т е н з о р 
гирации 

С в я з ь 15ежду 
к о м п о н е н т а м и 

gll gl2 gl3 3 , 4 , § 1 1 § 1 2 0 § 1 1 = ( 2 a i + « а ) п 
1 gii g 2 8 6 — § 1 2 § 1 1 0 § 3 3 = 2 a i n 

8з1 g32 0 0 §33 § 1 2 = К о " 

gll 0 3 2 , § 1 1 0 0 § 1 1 = ( 2 a i - f а г ) п 
2 g2l gii 0 4 2 2 , 0 § 1 1 0 gss = 2 a i w 

0 0 g33 6 2 2 0 0 §33 

0 0 § 1 3 3 m , 0 § 1 2 0 

т 0 0 § 2 3 4 m m , — § 1 2 0 0 § 1 2 — « o i 

g32 0 6 m m 0 0 0 

gll 0 0 4 , § 1 1 § 1 2 0 § 1 1 = 

222 0 gii 0 4 2 m § 1 2 - § 1 1 0 g i 2 = а^п 
0 0 § 3 3 0 0 0 § 1 2 = 0 

( в к л а с с е 4 2 о т ) 

0 0 2 3 , § 1 1 0 0 

тт2 g21 0 0 4 3 2 0 § 1 1 0 gll = 2ain 
0 0 0 0 0 § 1 1 

G = gutliUj = gn'ef + + g z M + + g^x) 01 02 + 

+ (^18 + ёш) 01 4 + (^23 + ^32) 0203, 
И в ковариантной форме: 

G = [(|х-1ае) — F ^ a ] mn, 

где 01 = nci, 02 = nca, 03 = ncg— направляющие косинусы. 
Для кристаллов различных классов симметрии ска-

лярный параметр G приведен в табл. 5.3. 
Известно, что в (5.6) всегда можно выбрать вместо 

системы координат 0ь 02, 0з новую координатную систе-
му Vi, V2, Vz, так чтобы в преобразованном уравнении 
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остались только члены, содержащие квадраты этих но-
вых координат, т. е. чтобы уравнение (5.6) приняло вид 

giv\ + g^vl + g A = G- (5.7) 
При этом характеристическое уравнение тензора g a 

есть 
+ = o (5.8) 

и корни этого уравнения будут равны: 'k.i—g2. 

Т а б л . 5.3. Скалярный параметр гирации в кристаллах различных 
классов симметрии 

Класс 
симметрии С к а л я р н ы й параметр гирации Ориентация 

ортов 

1 ^1101 + g22&l + ё^ззвз + (§12 + Произвольная 

+ ^ 2 1 ) е л + + g a i ) O A + 

+ (g23 + ёъ2) е20"з 

2 § 1 1 0 2 , + § 2 2 0 ^ + g 3 3 + + Сз ;1 2 ; C i , C 2 ± C s 

+ § 2 1 ) 0 1 0 2 

т ( § 1 3 + §31 ) ©"lOs + ( § 2 3 + § 3 2 ) 0203 С з Х ш ; C j , C 2 I C S 

222 § 1 1 0 1 + § 2 2 0 2 + § 3 3 0 3 C i , С2, Сз 11 2 

m m 2 ( § 1 2 + § 2 l ) 0102 C i , C a l m 

3, 4 , 6 , § 1 1 (1 - 6 3 ) + § 3 3 0 3 c li 3, 4, 6 
32, 422, 622 

§ 1 1 (1 - 6 3 ) + § 3 3 0 3 

Зш, 4mm, 0 
6mm с 11 4 

4 § 1 1 ( 0 ? - Ц ) + ( § 1 2 + §21 ) 0102 C i C = C 2 C = C x C 2 = 0 

С 11 4 
42m § 1 1 ( 0 ^ - 0 ^ ) C i C = C 2 C = C i C 2 = 0 

23, 432 § 1 1 — 

П р и м е ч а н и е . 0 , = c o s ( n ^ c j ) (г = 1, 2, 3), Cj — единичные ор-
тогональные векторы координат; в одноосных кристаллах Сз=:с, с — 
единичный вектор в направлении оптической оси, п — волновая нор-
маль. 
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Аз=ё'з- Ортогональная матрица, с помощью которой 
тензор gij приводится к диагональному виду, имеет вид 

bn bi3 
hi hi hs 
Ьз1 hi hz 

Рис. 5.1. Указательные поверхности тензора гирации для кристаллов 
различных классов симметрии. Кубические кристаллы: 

1 — gi = g2—g3-. Одноосные кристаллы ( i g i | = ig'2|: 2 — g3>gi, 
3 — g3<gu 4 — gi<0, 5 — ^ i = g 2 = 0 , g3¥=0; 6~g,=0, 7 — 

— gs—O. Двуосные кристаллы (gi¥=g2¥=g3)'- 8 — giX), gz> 
> 0 , g3>0; 9 — g 3 < 0 ; 10 — gi=g2, g3=0; ll—gi>0, 

g 2 < 0 , g3 = 0 



5.2. Уравнения Максвелла и уравнения связи 173 

В результате получаем систему 

(gii — bxk + ёхФгь. + ёхФак = 0; 

gishk + — Ц hh + §2зЬзк = 0; (5.9) 

giabik + gishk + (ёза — = О-

Подставляя сначала в (5.8) A,=?^i=g'b затем h='k2 — 
и Х = и решая полученные таким образом 

системы уравнений, получим 

% = Ь г А + -Ь bsu% (fe = 1, 2, 3). (5.10) 
Необходимо, чтобы сумма квадратов чисел, состав-

ляющих решение для данного Яг, была равна единице. 
Отметим, что инварианты поверхности второго порядка 
(5.6) есть: —g-|g-|, (g-)c. ( f )c . Эти величины не ме-
няются при переносе начала и повороте координатных 
осей. Вид поверхности второго порядка определяется по 
ее уравнению и знакам его приведенных инвариантов. 
В зависимости от знака компонент тензора гирации и 
соотношения величин эти поверхности могут иметь раз-
личный вид. На рис. 5.1 показаны возможные варианты 
указательных поверхностей для различных кристаллов 
[23]. Радиусы-векторы могут быть и положительными, 
и отрицательными. На рисунке участки поверхности, 
которым отвечают положительные радиусы-векторы, 
изображены белыми, а отрицательные — черными. Сле-
дует подчеркнуть, что gi указывает на величину оптиче-
ской активности в данном направлении, а не на вели-
чину удельного вращения плоскости поляризации. 

5.3. У Р А В Н Е Н И Е Н О Р М А Л Е Й 

В Г И Р О Т Р О П Н Ы Х К Р И С Т А Л Л А Х 

Для определения показателей преломления в гиро-
тропных кристаллах получим уравнение нормалей так 
же, как и в неактивных кристаллах. Из уравнений (5.1) 
и (5.5) следует 

еЕ -f (m^ -f га) Н = 0; 
(5.11) 

~ ( m x + i a ) E + fxH = 0. 
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Требование существования ненулевых решений сис-
темы линейных однородных уравнений (5.11) приводит 
к условию обращения в нуль определителя 

е • ( т ^ + ia) 
. . . . J ; . . . . . = 0 . (5.12) 

— (m'' + ia) . ^д, 

Определитель шестирядной матрицы равен произве-
дению определителей трехрядных матриц: 

А = )(I | . |Е + ( Т ' ' + ia) ( M ^ + ia)\ = 
(5.13) 

= |е| Ifi + ( т ^ + ia) g-i (m^ + /a)| = 0. 

Отсюда следуют два эквивалентных уравнения 

|е — + m'^ju-im^ + iG^) = 0; 

LIX — АЕ'^А + M ^ E - I M ^ + = О, 

(5.14) 

где G = [(ц~1а)с — [х^^а] m, Q = [(e^ia) — e^ia] m, соответ-
ствующие известным в теории пространственной дисперсии 
векторы электрической и магнитной гирации. 

Раскрывая определитель, получаем уравнение нор-
малей для определения показателей преломления в про-
извольном направлении волновой нормали в оптически 
активных кристаллах [16] {g = G/n): 

n'̂  (пеп-п[хп + [nG] г̂ [nG]) + 
(5.15) 

+ {пц (е — sp (61̂ )) п ^ GeG} -Ь |ие! = О, 

где е = е — a^ia, = ll̂ l е = |е| — тензоры взаим-
ные и S соответственно. 

В дальнейшем будем рассматривать немагнитные 
кристаллы (р ,= 1). Для одноосных кристаллов уравне-
ние-(5.15) можно записать в виде (считая е = е) 

n'̂  [ео + (е, - Ео) е^] - [ео {Ч + е̂  + (е, ~ 8о) 9^) -
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- (G^ - (Gn)^)] + - [eoG^ + (е, - eo)(Gc)^] = 0. (5.16) 

Уравнение нормалей можно также получить, восполь-
зовавшись уравнением связи (5.4), для этого запишем 
его в виде [14] 

E = e-iD + i[DG], (5.17) 

где Gi = Bihgh, | е | —определитель тензора sik-
| е | 

Выберем новую систему координат, у которой г ' 
совпадает с направлением волнового вектора, а оси х' 
и г/' направлены по главным осям двумерного тензора 
(еа|з)~'- Тогда из уравнения связи (5.3) и соотношения 

Dx'.y' (так как D_Ln) получаем систему урав-
нений 

1 1 
2 

« 0 1 

2 
\ "02 

П' / 
D^- + Юг'Оу = 0; 

Dy - iG.'D^' = О, 

(5.18) ^ 

где 
1 1 1 

^02 till 
—• главные значения тензора Sap , n^i, 

По2 — показатели преломления кристалла без учета актив-
ности. 

Условием существования ненулевого решения явля-
ется равенство нулю определителя этой системы. Для 
показателей преломления получаем 

1 1 1 

\ nh 
• + 

1 
По 2 

(5.19) 
/ 

2 
\ « 0 1 

2 
" 0 2 

+ 4G; 

Приближенно это уравнение можно записать по-дру-
гому, если пренебречь анизотропией кристалла при ум-
ножении на скалярный параметр гирации. Тогда, вводя 
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обозначение 0 = 0;, ^* (где п - ^ средний показатель пре-
ломления), имеем [24] 

= -(5.20) 
откуда 

= - 4 " [("01 + я ^ ) ± У(п12 - «01^ + (5-21) 

Возникает вопрос, в каких случаях возможно прово-
дить расчет показателей преломления из уравнёния 
(5.15), полученного из уравнений связи (5.4), а в ка-
к и х — и з уравнения (5.20), полученного из уравнений 
(5.5). Для наглядности и простоты проведем сравнение 
для кристаллов аксиальных классов средних сингоний. 
Очевидно, что в общем виде уравнение нормалей можно 
записать 

Ап^ + Вп^ + С = О, (5.22) 

где коэффициенты его для уравнения (5.15) определяются 
выражениями 

Л = (8о + е'е^) - (ai + a l^^ f , 

В = г, 12ео + е' (1 -f 9^)] + р (1 - H ( 2 a i + a^f -

- а ] [ 2 р ( 1 - е ^ ) - ^ ? ( 1 - З ё ^ ) ] , 

с = eoEg — eg [2ееа? + 8о («i + «а)^]; 

ад = Ui, ttg = + «2 — главные значения псевдотензора 
гирации а . 

Для уравнения (5.20) они имеют вид Л = 8о + Е'0^, 
В = ео12ео + е' (1 + 6^)], С = е'ое, - G^ (бо + е'В^), G = 
= — + — скалярный параметр гирации, g'u, 
gaa — главные значения псевдотензора гирации gij. 

При записи коэффициентов А, В, С использованы 
обозначения: е = ео + б 'с-с, с — направление оптической 
оси, г' = бе — р = ео — a i , 9 = е' — а^ (2ai -f «2) = 
= 8' — («е — «о), 6 = COS 9 , 9 — угол между оптической 
осью с и волновой нормалью п в пластинке. Видно, что 
в приближенной и точной теориях коэффициенты А, В, С 
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имеют разный вид и члеры, описывающие оптическую 
активность, входят в уравнения по-разному. Поэтому 
сравнить решение обоих уравнений затруднительно, за 
исключением двух наиболее простых случаев. 

Приближенная теория Точная теория 

а) п |1с(е= 1) 
«1,2 = «о ± ё'зз/ЗПо «1,2 = «о ± «1 

б) П^_с(ё = 0) 

«1 = "о —g'ii./2noe', «1 = По - По ( 2 a i + 

2по 
П2 = + ди/2пог', Пз + п^ + 

+ а,У12г' 4- К + 
+ а2)'/2пе 

Из сравнения видно, что можно записать по-раз-
ному: 

gii == «о (2ai + «2); 

gii = «е (2ai + «2); 

gll = По («1 + «а) + «еЯ!, 
т. е. с точностью до членов порядка произведения ани-
зотропии на гиротропию можно положить 

= (2ai + «а)« = («о + «е) 

g 3 3 = 2ЙСС1. 

Запишем квадрат разности показателей преломления 
с точностью до членов второго порядка относительно 
gij в приближенной теории: 

(Па — rti)' = {Пе — «о)' + g? 1/По"в, 
или 

(Лп)2 = + (Artц)^ {5.23> 

где An — эллиптическое двупреломление; Дпд — линей-
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/ 
ное двупреломление; Длц — цйркулярное двупреломле-
ние. 

В точной теории 
(«2 — ni f = {Пе — ПоТ + [По («1 + «а) + = 

= {Пе - По)" + По (2ai + a^f/Пе - (5.24) 

— (rt̂  — n„)[2ai (2ai + a^) tio — a? (n^ — По)]/«оПе-
Соотношение (5.23) — это известный принцип супер-

позиции для оптически активных кристаллов [24]. Из 
сравнений (5.23) и (5.24) видно, что при точном реше-
нии он соблюдается с точностью до членов порядка 
произведения квадрата гиротропии на анизотропию. 
Можно показать, что принцип суперпозиции выполня-
ется и для случаев пронзвольной ориентации оптической 
оси с такой же точностью. 

Численные расчеты показывают, что при выборе 
приближения для вычисления показателей преломления 
и двупреломления с учетом гиротропии нужно прини-
мать во внимание величины параметров гиротропии gij-
При —10~® приближенная теория позволяет 
получить результаты с точностью не хуже по срав-
нению с точной теорией. При величинах параметров 
гиротропии порядка 1 0 " ' — т о ч н о с т ь приближенной 
теории зависит от величины линейного двупреломления 
ДЛл заметнее, но все же она не хуже, чем 10"^. Все эти 
закономерности справедливы для кристаллов всех клас-
сов симметрии. Следовательно, в большинстве практи-
ческих случаев можно использовать приближенное урав-
нение нормалей (5.20). 

Для направления оптической оси или для изотропно-
гиротропных кристаллов из (5.20) получаем 

П1,2 = «о Т С/2по; 
(5.25) 

«1,2 = По =F §зз/2По-
Для направлений, отличных от оптической оси, как 

правило, линейные эффекты больше, чем циркулярные, 
и тогда можно записать 

Ĝ  
"1,2 = "01,02 =F —2 2~ • 

П01 — По2 
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В общем случае справедлив принцип суперпозиции 
двупреломлений: 

{щ — = (П02 — rtoi)^ + 

(Ди)^ = + (5.27) 

Апл 
1 
1 Аиц = 

2к 
1 

В направлениях, отличных от оптической оси, показа-
тели преломления отличаются друг от друга в основном 
за счет линейного двупреломления, а влияние оптиче-
ской активности на показатели уже не является опре-
деляющим, как вдоль оптической оси. Тем более что 
добавки к показателяхм преломления являются квадра-
тичными по G. 

Для примера на рис. 5.2 показана зависимость дву-
преломления, вычисленная для кварца с учетом опти-
ческой активности, от угла 6 между оптической осью и 
волновой нормалью (при 8 = 0 свет распространяется 
вдоль оптической оси). Штрихами показана величина 
двупреломления при G = 0, т. е. если бы кристалл был не-
активным. Видно, что при углах 9 > 8 ° обе зависимости 
практически совпадают. При 9 = 0 двупреломление яв-

6, гро} 
Рпс. 5.2. Зависимость двупреломления кварца от угла в между опти-

ческой осью и волновой нормалью: 
1 — эллиптическое двупреломление; 2 — линейное 
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ляется циркулярным. При 9=7^0 двупреломление эллип-
тическое. Но при 6 > 8 ° оно в основном определяется ли-
нейным двупреломлением. 

5.4. П О Л Я Р И З А Ц И Я С О Б С Т В Е Н Н Ы Х В О Л Н 

В Г И Р О Т Р О П Н Ы Х К Р И С Т А Л Л А Х 

Посмотрим, какова поляризация собственных волн, 
распространяющихся в кристаллах. Собственными назы-
ваются волны, которые проходят через кристалл, не из-
меняя своей поляризации. В неактивных кристаллах, 
как было показано, собственными волнами являются 
две линейно поляризованные волны с поляризацией, ор-
тогональной друг к другу. 

Как и в случае уравнения нормалей, найдем выра-
жения для преломленных волн в ковариантной и обычной 
форме. Опять же для наглядности представим выраже-
ния для одноосных кристаллов. Для этого рассмотрим 
уравнения Максвелла (5.1) и уравнения связи (5.5). 
Исключая Н из этих уравнений, получим 

(Е —m2 + m - m + m G ^ ) E = 0, (5.28) 

где — G —вектор гирации. 
Для одноосных кристаллов 8 = Умножим 

это соотношение скалярно на с, а затем на п: 

[(е, — п^) с + п^0п + irtc^G] Е = О, BE = 0; 
(5.29) 

[боп -f е'вс + mn'^G] Е = О, СЕ = 0. 

Поскольку ВЕ = 0, С Е = 0 , то отсюда следует, что Е 
должно быть параллельно векторному произведению 
В и С: 

Е 11 [ВС], 

откуда получаем с точностью до членов второго порядка 
малости 

El = { u i [ С П ] — i {vc + ttJin)}; (5.30) 

Ег = {МгС + «аП + i (v [en] -f w^n}, (5.31) 

где введены обозначения: Ui = 808̂  — n? (80 + e'0^); «2 = 
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= (ео —п|)(ео + б'02); у = neG = ео (Gn) + е'(Gc) 0; = 
= [mia][mic] — сеа = njG (Gn) + (e^ — пЬ(Ос); — (eo— 
— nl)G[cn]. 

Как уже говорилось, поляризация волн определяется 
вектором D. Из соотношения D = —[шН] получаем 

= Ai {uiMi [с [СП]] — iv [ПС] fii}; (5.32) 

D 2 = + ш[п[сп]]п2}. (5.33) 

Поскольку в выражениях для Dj и Ог вещественный 
и мнимый векторы в скобках взаимно ортогональны, то 
они непосредственно дают направление осей эллипса 
поляризации и пропорциональны им. Очевидно, что Vi 
пропорционально малой оси эллипса поляризации, так 
как зависит от малых параметров оптической активно-
сти. Поэтому для отношения полуосей эллипсов поляри-
зации имеем 

Ь^ V neGrtj 
Qi «1 So8g — m^emi 

(5.34) 

eo%-' ni (во+е'в^) 

A . = —n^K^ = K .̂ (5.35) 

Выражения (5.34), (5.35) описывают эллиптичность 
обеих волн Kj и /Сг, распространяющихся в кристалле. 
Эллиптичности волн различные и различие это пропор-
ционально анизотропии кристалла. Можно показать, что 
такое различие справедливо и для кристаллов других 
классов, хотя выражения приведены только для одно-
осных кристаллов. 

Выражения для элллиптичностей собственных волн 
можно получить из других соотношений. Из (5.18) имеем 

{ Р г 
\ D 

tK, 
\ 

D 
= —iK, (5.36) 

'у' 2 
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К ~ 
«01 По2 

/ 
(5.37) 

«01 По2 
Как и в случае уравнения нормалей, это соотношение 

можно записать по-другому [24]: 

' {("02 - nh) - + (5.38) к = 2G 
Выражения (5.34), (5.35) и (5.38) совпадают с точ-

ностью до членов порядка произведения анизотропии на 
гиротропию. Численные расчеты показали, что при обыч-
ных порядках параметров гнротропии (10"^—10^^) значе-
ния к, вычисленные по формулам (5.34), (5.35) и (5.38), 
совпадают с точностью не хуже 10"'', если при этом 
обычные величины двупреломления —10"^. 

Таким образом, если не учитывать различие в вели-
чинах Ki и Кг, то можно сказать, что в кристалле в лю-
бом направлении распространяются две эллиптически 
поляризованные волны с эллиптичностью к, ортогональ-
ные друг другу и с противоположным направлением об-
хода. Главные оси эллипсов совпадают с направлениями 
колебаний в таком же, но неактивном кристалле. Наи-

/ / 

( ^^ \ 

VA V j J X 

Рис. 5.3. Фазовые и амплитудные соотношения между эллипсами соб-
ственных волн в оптически активных кристаллах: 

а — падающая волна поляризована вдоль оси ох; б — оу 
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более наглядно две эллиптически поляризованные волны 
в активном кристалле можно представить, если рассмот-
реть случаи, когда на кристалл падает волна, линейно 
поляризованная в главной плоскости. В неактивном кри-
сталле такая волна распространяется без изменения со-
стояния поляризации (эти направления поляризации со-
ответствуют направлениям погасания неактивного кри-

S0 0,граЗ 

О 6 с 80 8,ггаа 
Рис. 5.4. Эллиптичность собственных волн в зависимости от угла 6 

для некоторых кристаллов (А=0,633 мкм, 0<12°) (а): 
1 — кварц SiOa; 2 — киноварь HgS; 3 — иодат лития LilOa; эллип-
тичность собственных волн в кварце в зависимости от угла 6 {)•.= 

= 0 , 6 3 3 мкм) (б) ^ 

сталла). В активном кристалле в этих же направлениях 
возникают две эллиптически поляризованные волны с 
одинаковой эллиптичностью, причем малый эллипс впи-
сан в большой и они касаются друг друга, как показано 
на рис. 5.3. Стрелками указаны направления обращения, 
точки — положения концов вектора D в момент падения 
света на кристалл. 

При распространении света вдоль оптической оси ли-
нейное двупреломление равно нулю (noi=no2) и тогда 
из (5.32) и (5.34) получаем / с = ± 1 , т. е. в кристалле в 
этом направлении распространяются две циркулярно по-
ляризованные волны с противоположным направлением 
обращения. В направлениях, отличных от оптической оси, 
когда Ио2—«01 > G , извлекая приближенно корень из 
(5.38), получаем 

G 
2 2 

«02 — «01 
(5.39) 
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Для света, распространяющегося вдоль оптической оси, 
к = ± 1 . 

Для большинства кристаллов эллиптичность волн 
резко изменяется при отклонении направления распрост-
ранения от оптической оси до значений 10"^—10-^. Чем 
больше величина линейного двупреломления, тем более 
резко изменяется к(9) . Зависимость эллиптичности к от 
волновой нормали для некоторых кристаллов показана 
на рис. 5.4, а. Величина эллиптичности к в кристалле 
может стать равной нулю для какого-то направления, 
при этом обе собственные волны становятся линейными. 
Если рассматривать выражение (5.34), то это возможно, 
когда числитель равен нулю. В приближенной теории 
это возможно, когда G = 0. Следовательно, для угла 6, 
при котором это имеет место, линейная поляризация для 
кристаллов классов 3, 4, 6, 32, 422, 622 имеет вид 

cos^ 6л= (приближенная теория); 
ĝ n̂ — Язз 

(5.40) 
о ^ Ка (2а, -г ао) , S cos^9j, = — (точная теория), 

eo(2ai + аа) — 2ai8e 

т. е. видно, что в приближенной теории 0л зависит толь-
ко от параметров гиротроиии, в точной — как от пара-
метров гиротропии, так и от линейного двупреломления. 

В кристаллах кварца, например, наблюдается линей-
ная поляризация и зависимость величины к от угла 9 
показана на рис. 5.4, б. 

5.5. Р А С П Р О С Т Р А Н Е Н И Е СВЕТА В П Л А С Т И Н К Е , 

ВЬ !РЕЗЛННОЙ И З О П Т И Ч Е С К И А К Т И В Н О Г О К Р И С Т А Л Л А 

Зная показатели преломления и поляризацию собст-
венных волн в кристалле, можно решить задачу о рас-
пространении света через пластинку, вырезанную из оп-
тически активного кристалла. Для решения такой зада-
чи есть различные пути. Можно, используя граничные 
условия, решить такую задачу точно с учетом много-
кратных отражений и различий в эллиптичностях соб-
ственных волн. В этом случае решение нужно получать 
ковариантным методом. Такую задачу можно решить и 
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приближенно, не учитывая многократных отражений. 
Решим сначала ковариантным методом задачу о про-

хождении света, падающего нормально на пластинку из 
оптически активного кристалла. Для наглядности рас-
смотрим только одноосные кристаллы классов 3, 4, 6, 32, 
422, 622, у которых оптическая ось ориентирована произ-
вольно. Падающую линейно поляризованную (Е, Н) и 
прошедшую (Es, Н3) волны запишем в виде [18] 

E = Л [ c n ] - f B c , Н = п(Лс —В[сп]); 
(5.41) 

Eg = As [en] + BgC] Нз = n (ЛдС — Bs [en]). 

Поляризацию преломленных волн можно записать, 
учитывая соотношения (5.30) и (5.31) (здесь отброшен-
ные члены пропорциональны п, так как они не играют 
роли при подстановке в граничные условия): 

El = Л1 ([СП] - iKf с) e'"»'; 

Hi = M l (с + i/cf [СП]) e'f'; 
(5.42) 

Е2 = Л2 (с — iK2 [СП]) е"^^ > 

На = - ' ^ ^ ( [ с п ] + 
Поляризация для волн, отраженных от первой и вто-

рой граней пластинки, получается, если формально за-
менить п ^ — п , Л ^ Л ' , В ^ В ' , Лг-^Лд- Если на 
первой и на нижней границах использовать граничные 
условия, будем иметь 

[(Е + Е' - El - Е; - Е^ Е^) п] = 0; 

[(Н + Н' ^ Hi -- н ; - На - Щ п] = 0; 
(5.43) 

[(Eie'-»' + Е; + Е / ^ ^ + Ег е - ' " ' - Ege'-̂ ) п] = 0; 

[(Hie'"^' + Н; е - ' " ' + H / f ' + Н2 е-'̂ Р^ - П / ' ' ) п] = 0. 
Подставляя выражения для падающей, отраженной, 

|[реломленных и прошедшей волн в граничные условия 
(5.43), получим систему из 8 линейных уравнений. Ре-
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шая эту систему, получим амплитуды прошедшей и от-
раженных волн (с точностью до членов Кц) в виде 

_ п^а^А + in^KpasB 
"•з 

(5.44) 

где = (п + n^f — (п — n^f 

а, = (я + rti)2 - (п - щУ 

а^ = {п+ n^f е-^'^'п^ + (п^ — п^ — (п^ + п)(п1 + 
(5.45) 

-f пп-,) — («1 — п){п1 — ппг) 

04 = (п + п^){п1 + ntii) — («2 — rt)(nrt2 — п?) — 

— (П1 + пу ще"'"' + (til — и)" «le''^'. 

Отношение комплексных амплитуд полностью реша-
ет вопрос об азимуте % и эллиптичности прошедшего све-
та (b/a = tgY) 

Лз 'Ьа^Го + Ша̂ ойз , _ А f = — ; , Гц — — 

5з Пгйг + iniKgr,)ai в 

с помощью соотношений, приведенных в первой главе 

tg2X = 1 -
(5.46) 

. г ^r* 
sin 27 = —I . 

1 + 

Если A = 0, TO r,, = tKo . Если В = 0, то г, = 

iKo . В этих двух случаях свет в неактивном крис-
Oi 
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талле проходит линейно поляризованным без изменения 
азимута поляризации падающего света. Для активного 
кристалла получаем 

tg 2Х [| = —2ко Im а . tg = -2 /CoIm-

= « o R e ^ > 
— /Со Re 

а 1 II йг V а ! ai 

(5.47) 

Выражения для % и bja содержат члены, зависящие 
от многократных отражений, которые во многих практи-
ческих случаях можно не учитывать. Отбросив эти чле-
ны и считая эллиптичности собственных волн одинако-
выми, получим приближенные выражения для азимута 
и эллиптичности прошедшего света. 

Задачу о прохождении света через пластинку прибли-
женно без учета многократных отражений можно ре-
шить методом сложения собственных волн. Две собствен-
ные эллиптически поляризованные с одинаковой эллип-
тичностью к волны с учетом фазового множителя можно 
записать в виде 

El = А (Ci — iKC,) е т. 

Ег == А^ (Сг — iKCj) е' 
(5.48) 

iVt 

Здесь к — эллиптичность собственных волн (при такой 
записи для данного кристалла знак обращения по эллип-
су учтен знаком перед к); Ci и сг — два единичных 
ортогональных вектора (при к = 0 соответствуют двум 
направлениям линейно поляризованных волн, распрост-
раняющихся в кристалле). Из сравнения с (5.42) видно, 
ч т о д л я о д н о о с н ы х к р и с т а л л о в C i = [ c n ] , С2 = С, tpi,2 = 

= cd (-^ пц.гГ—0; ^ ь Л-2 — комплексные амплитуды. 
с 

Если на пластинку падает линейно поляризованная 
волна с азимутом а, то ее можно записать в виде 

Е = Ло (Ci cos а + Cj sin а) е' (5.49) 

где q: = (o( — mr—t) ; Aq — амплитуда падающей волны. 
с 
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Значения для амплитуд А^ и А2 получим, если па-
дающую волну разложим на две эллиптические состав-
ляющие, соответствующие собственным волнам в кри-
сталле. При mir = m 2 r = m r = 0 для А^ и Лг получаем 

, _ , cos а + 1к sin а 
Ai -- Aq — 

Аа An 

(5.50) 

sin а + 1к cos а 

I + K'' 

Волна, вышедшая из пластинки, получается в резуль-
тате сложения собственных волн при nr=d: 

Ез = (Лс1 + ВзС,)е'\ (5.51) 

В результате для комплексных амплитуд прошедшей 
волны As и Вз получаем следующие выражения: 

Лз = (Л е̂'̂ Р* - г к Л / ^ П 

(5.52) 

Вз = (--к-Л^е''^' + Л/ ' ^О е''"̂ . 

Таким образом, получены приближенные выражения 
для амплитуд прошедшей волны. Для того чтобы полу-
чить приближенные решения из точных (5.45), необхо-
димо отбросить члены, содержащие e'f', описываю-
щие многократные отражения, эллиптичности всех век-
торов преломленных волн считать одинаковыми и 
равными к. Кроме того, необходимо пренебречь анизотро-
пией кристалла и везде считать Л1 = П2, за исключением 

фазового множителя вида ехр [i [ui—«2)]- Только при 
л 

этих предположениях из (5.45) можно получить выраже-
ния (5.52). Тем не менее у большинства кристаллов ве-
личина двупреломления невелика и можно пользоваться 
приближенными выражениями (5.52). 
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Отношения комплексных амплитуд определяют поля-
ризацию прошедшего света: 

г = Л, (5.53) 
Bs tg а (е'"' + k V ' ) - IK - е"'') 

Подставляя значение г в выражение для tg %, получим 
tg2X = 

2к 
(5.54) 

tg 2а cos А — 
1 

• sin А 

/ 2к 
1 

cos А + 2к 
1 + к^ 

tg 2а sin А 

2nd 
Здесь А = (nz—tii)—разность фаз в пластинке, 

X 
определяемая эллиптическим двупреломлением кри-
сталла. 

Эллиптичность прошедшего света {b/a = tgy) можно 
определить из выражения 

sin 2у 1 

1 + к^ 
sin А sin 2а — 

(5.55) 
2к 

1 +/с2 
(1 —cos А) cos 2а 

Посмотрим, какова интенсивность света, прошедше-
го через поляризатор, пластинку, а затем через анали-
затор, плоскость колебаний которого составляет угол р 
по отношению к направлению Сд. На выходе из анализа-
тора получается линейно поляризованная волна 

Е^ = (Лзсозр-Ь Bgsin Р) Ре'^ (5.56) 

где Р — единичный вектор направления колебания век-
тора Е в анализаторе. 

Интенсивность света, прошедшего через поляризатор, 
пластинку и анализатор, равна 
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/о 
(1 + К Т 

sin^ а sin^ Р + 

1 
- f cos^ а cos^ Р sin 2а sin cos А (1 + к^) + 

+ /С(1 + « : ' ) s i n 2 ( a - P)sinA + 

+ к® [cos 2 (а — Р) cos Д + cos 2а cos 2Р cos А + 

+ 2 (cos 2а sin^ р + sin^ ее cos^ Р)] . -(5.57) 

Если поляризаторы расположены параллельно друг 
другу, то а = р и в этом случае 

/„ = / о 

4(1 

1 

[(1 2/с2(1—cosA)] 

(5.57а) 

^ (1 — (1 — cos А) sin^ 2 a j , 

/ II = fl|, + cos 4a. 

Если поляризаторы скрещены, то а - Р = 90° и 

/ 1 = 
/ о 

4(1 + 
(1 —cos А) 2к^ + — sin2 2 a ( l — / с Т 

(5.576) 

• с^ cos 4а. 

Таким образом получены решения задачи о прохож-
дении света через пластинку из двупреломляющего опти-
чески активного кристалла. 

Зная решение этой задачи, можно вычислить матри-
цы Мюллера и Джонса для такой пластинки. Как уже 
говорилось, расчетные методы Мюллера и Джонса удоб-
но использовать в тех случаях, когда рассматривается 
прохождение света через систему, состоящую из несколь-
ких оптических элементов. Вычисляя все элементы мат-
рицы Мюллера [25], используя матрицу поворота и об-
ратного поворота, получим для двуиреломляющей опти-



5.5. Распространение света в пластинке 192 

чески активной пластинки без учета многократных 
отражений: 

Мм = 
1 

{1 + к^Г 

(1 + /сУ 

о 

О 

^252(1 — К ^ X 
X (1 — COS А)— 

— 2к(1 +/с2) sin А 

(«2 + Са COS А) X 
X (1 - к^У + 
+ cos А 

— Сз (1 — к'̂ ) sin А — 
--2S2?C(1 X 

X (1 — cos А) 

О 

{с1 + si cos А) X 
X (1 - е у + 

+ cos А 

£282(1 — к̂ ) X 
X (1 — cos А) + 

+ 2л-(1 + О sin А 
52(1 —к^) sinA — 
- 2 с 2 / С ( 1 - К 2 ) Х 

X (1 — cos А) 

О 

— S2 (1 — A:'̂ )sin А — 
— 2С2к(1 — к̂ ) X 

х ( 1 — cosA) 
С2(1 —/c4)sin А — 
-2S2/<(1 - К") X 

X (I — COS А) 

(I — K f̂ COS А + 
+ 

(5.58) 

где C2=cos 2р; s 2 = s i n 2 p ; р — угол между горизонталь-
ной осью и главным направлением в пластинке. 

Эту матрицу Мюллера можно использовать для ре-
шения задач о прохождении света через систему, одним 
из элементов которой является оптически активная пла-
стинка. 

Иногда применяется метод расчета Джонса, для это-
10 необходимо иметь матрицу Джонса для оптически ак-
тивной пластинки. Такую матрицу можно получить, если 
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известно решение граничной задачи. В результате мат-
рица Джонса без учета многократных отражений имеет 
вид 

Мдж = ^ 
1 

к^е'Фг .— iK{e'f' — e ' f ) 
. (5.59) 

Как видно, при учете оптической активности в выра-
жениях для азимута, эллиптичности и интенсивности 
света, прошедшего через пластинку, а также в матрицах 
Мюллера и Джонса появились дополнительные члены, 
пропорциональные эллиптичностям собственных волн. 
Очевидно, что при к = 0 они переходят в соответствую-
щие выражения для прозрачных двупреломляющих кри-
сталлов. Проанализируем полученные выражения. Для 
этого рассмотрим подробно случаи, когда к—1, т. е. при 
распространении света вдоль оптической оси, и когда к 
является малой величиной, т. е. для направлений, от-
личных от оптических осей. 

5.6. ПРОЯВЛЕНИЕ О П Т И Ч Е С К О Й А К Т И В Н О С Т И 

П Р И Р А С П Р О С Т Р А Н Е Н И И СВЕТА В Д О Л Ь О П Т И Ч Е С К О Й О С И 

К Р И С Т А Л Л А [ Э Л Л И П Т И Ч Н О С Т Ь СОБСТВЕННЫХ В О Л Н к = 1) 

Если к = 1 , то в кристалле распространяются две 
циркулярно поляризованные волны. Такие волны могут 
распространяться в кубических кристаллах в любых на-
правлениях; в одноосных и в двуосных кристаллах при 
распространении света в направлении оптических осей 
или в тех направлениях, в которых линейное двупрелом-
ление равно нулю. В этом случае при к—1 из выраже-
ний (5.54), (5.55) имеем 

t g 2 x - t g ( 2 a - A ) ; 

sin 27 = 0; 
(5.60) 

/ = /о [1 -f- cos 2 (а — Р) cos А -f sin 2 (а — р) sin Д]; 

/ = - L / ( , [ l - f cos2(T —А)], T = a - p . 
2 
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При а = | 3 (поляризатор и анализатор параллельны) 

/]l = /ocos^— ; при а — р = 9 0 ° (поляризатор и анализатор 
2 

скрещены) / j_= /os in^ —. 
2 

При к = 1 матрицы Мюллера и Джонса записывают-
ся в виде 

Мм = 

1 О 
О COS А 
О sin А 
О О 

О О 
— sin А О 
COS А О 

О О 

(5.61) 

М д ж = 
COS А/2 —sin А2 
sin Л/2 COS А/2 

Таким образом, при к = 1 линейно поляризованный 
свет, пройдя кристаллическую пластинку, остается ли-
нейно поляризованным (sin 27 = 0), но повернутым на 

А 
угол а—%= —=115, т. е. наблюдается поворот плоскости 

поляризации. Разность фаз А определяется^ циркуляр-
ным двупреломлением 

' nd , . ndG , 11) = (П2 — щ) = = pd. 
X АПо 

(5.62) 

Вращение плоскости поляризации ф пропорционально 
толщине пластинки и определяется удельным вращением 
р, т. е. поворотом на единицу длины, чаще всего р выра-
жается в градусах на миллиметр (град/мм). Принято 
считать, если G > 0 , то вращение правое, т. е. вращение 
по часовой стрелке, если смотреть по направлению луча. 
Именно по вращению плоскости поляризации Араго от-
крыл оптическую активность на кристаллах кварца. 
Позднее Френель объяснил это явление распростране-
нием в кристалле двух циркулярно поляризованных волн, 
имеющих разные скорости, и экспериментально доказал 
существование этих волн. Он проводил исследование на 
параллелепипеде ABCD, состоящем из трех кварцевых 

7. 3 , 1 к 672 
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Т а б л . 5.4. Удельное вращение плоскости поляризации некоторых 
кристаллов [4] 

К р и с т а л л 
К л а с с 

симметрии 
1 • 

р , г р а д / м м 

Уранилацетат натрия 
1,48 К а и 0 2 ( С 2 Н з 0 2 ) г 23 1,48 

Хлорат натрия NaCIOj 23 3,16 
Периодат натрия N a I 0 4 ' 3 H 2 0 3 23 ,3 
Иодат лития ЫЮз 6 102,9 • 
Парателлурит ТеОг 422 104,9 
а -Кварц Si02 32 21 ,3 
Бензил CuHioOs 32 25 ,0 
Киноварь HgS 32 560,0 
Сегнетова соль КМаС4Н40б-4Н20 22? 1,35 
Йодноватая кислота а - Н Ю з 222 47,4 
Сахар CisHzaOn 2 Pi = 22,0, р2 = — 6 , 4 
Хромат магния MgCrO^ ' /HaO 2 Pi = 3,7, Р2 = 4,6 

Призм — двух из правого кварца и средней призмы из 
левого (рис. 5.5). Оптические оси расположены парал-
лельно АС. При прохождении луча через призмы он раз-
дваивается, как показано на чертеже. В результате из 
призмы выходят два луча — один поляризованный по 
правому, другой по левому кругу. Расхождение лучей 
для А,~0,589 мкм равно А'. Этим опытом было доказа-
но, что в кристалле вдоль оптической оси действительно 
распространяются две циркулярно поляризованные вол-
ны. Если поляризованный свет проходит через вещество 
туда и обратно, то окончательное вращение плоскости 
поляризации равно нулю. Вращение плоскости поляри-

Рис. 5.5. Разложение линейно поляризованного луча призмой Френеля 
на два луча, поляризованных циркулярно. Призмы R' и R" изготов-

лены из правого кварца, призма L — из левого 
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зации зависит от частоты света, т. е. обладает диспер-
сией. Подробно об этом будет сказано позже. 

Если поместить пластинку в монохроматическом све-
те между скрещенными поляризатором и анализатором, 
то на выходе из анализатора наблюдается просветление. 
Поворотом анализатора на угол 1(3 этот свет можно по-
гасить. Если на пластинку падает белый свет, то она бу-
дет казаться окрашенной. Величины удельного враще-
ния р в монохроматическом свете для некоторых кри-
сталлов приведены в табл. 5.4. Вращение плоскости 
поляризации является частным, но наиболее ярким про-
явлением оптической активности. 

S.7. ПРОЯВЛЕНИЕ О П Т И Ч Е С К О Й А К Т И В Н О С Т И 

В К Р И С Т А Л Л А Х В Н А П Р А В Л Е Н И Я Х , 

О Т Л И Ч Н Ы Х ОТ О П Т И Ч Е С К О Й О С И 

При распространении света в направлениях, отлич-
ных от направления оптической оси, оптическая актив-
ность проявляется совсем по-другому. В этих направле-
ниях существует обычное линейное двупреломление, по-
этому активность проявляется более сложным образом. 
Наиболее наглядное проявление оптической активности 
происходит для тех направлений поляризаши падающе-
го света, которые соответствуют двум положениям по-
гасания неактивного кристалла, т. е. при а = 0, 90°. 
В этом случае из (5.54) и (5.55) имеем 

2к 

tg 25С = 
1 

sin А 

1 — ^ 2 
4 

2А: \ 

W + /С^ у V 1 + / 

(5.63) 
cos А 

sin2Y = — 2/с 1 
(1 + к^ 

(1 — cos А). 

Из этих выражений видно, что и азимут, и эллиптич-
ность прощедшего света зависят от эллиптичности собст-
венных волн к н от разности фаз А. Если каким-то об-
разом изменять разность фаз А, то х и Y будут иметь 
периодический характер, так как к изменяется плавно, 
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а sin А и cos А — периодические функции. Разность фаз 
А можно изменять при изменении длины волны падаю-
щего света или толщины пластинки или каким-либо 
другим способом. Например, на рис. 5.6 приведена зави-
симость азимута % и эллиптичности bja прошедшего 
света от угла 0 между оптической осью кристалла и вол-
новой нормалью. Величина и частота осцилляций bja 

X , ; C G 3 а 

Э.грпЗ 

Рис. 5.6. Зависимость азимута i и эллиптичности bja прошедшего 
света от угла 6 при различных значениях азимута а падающего света 
для пластинки кварца d = 3,75 мм: а — а = 0; б — а = 30° (штриховой 
линией указаны значения х и Ь/а без учета оптической активности) 

зависят от соотношения между разностью хода TI опти-
ческой активностью. Следует еще раз подчеркнуть, что 
в неактивном кристалле в этом случае при а = 0, 90° 
величина ^ = Ь / а = 0 . 

При распространении света в направлениях, доста-
точно удаленных от оптической оси, когда к является 
малой величиной и к^ можно пренебречь, из (5.63) по-
лучаем еще более простые соотношения: 

t g 2 x = — 2Ksin А; 

sin 27 = — 2к (1 — cos А). 
(5.64) 
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Как уже было сказано, при изменении А, х и у будут 
иметь осциллирующий характер. На рис. 5.7 представ-
лена теоретически рассчитанная зависимость х от длины 
волны падающего света для пластинок кварца различ-
ной толщины, вырезанных параллельно оптической оси. 
В этом случае выражение для к имеет вид K=g\\/2nAn. 
Огибающая осциллирующей кривой как раз и является 
величиной к. Для пластинок различной толщины оги-
бающая будет одна и та же, а частота осцилляций за-
висит от разности фаз А. На рисунке точками показаны 
значения х, рассчитанные с учетом многократных отра-
жений из (5.47). 

Если рассмотреть прохождение света через две скре-
щенные пластинки, то в этом случае линейное двупрелом-
ление компенсируется и 

X, мин 

<7,54 3,58 Л, мхм 

Рис. 5.7. Зависимость азимута прошедшего света / от длины волны 
для пластинок из правого кварца различной толщины: 

a ~ d = l мм; б — d = 0,5 мм; e — d — 0,2 мм; г —<i = 0,l мм. Точками 
указаны значения рассчитанные с учетом многолучевой интерфе-

ренции 
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t g 2 x = — 4/csin А; 
(5.65) 

sin 2Y = — 4K (1 — cos A), 
T. e. амплитуда осцилляций удваивается, как показано 
на рис. 5.8. 

До сих пор были рассмотрены случаи, когда азимут 
и эллиптичность прошедшего света определялись опти-

Х . м и н 

L i i . . l i - u -

06 

U-

Рис. 5.8. Зависимость азимута прошедшего света % от длины волны 
для двух скрещенных пластинок из правого кварца толщиной d— 

= 1,5 мм 

ческой активностью, т. е. при а = 0 , 90°. Посмотрим, как 
проявляется активность в кристаллах при различных 
азимутах падаюш,его света а . Наиболее информативной 
является функциональная зависимость t g 2 ( a — х ) = 
= f ( a ) . Из (5.54) получаем 

t g 2 ( a - Х) = 
2к tgA 

где Р = 

1 

- I L z i ^ t g A . 
2к (1 + к^) 2 ' 

1 + Ptg2a + {l-~R) 
R + tg^ 2 а 

R = 
2к \ 2 

К 1 + к' COS А 

(5.66) 
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При малых значениях к из (5.66) имеем 

. , (1--COS A)s in4a + 4K;sin А (5.67) 
(1 + cos А) -f (1 — cos А) cos 4а 

Построим графики зависимости tg 2(а—х) = / ( а ) и 
bja—f{a) (рис. 5.9). Как видно из рисунка, получается 
осциллирующая зависимость t g 2 ( a — x ) ~ f ( o i ) с пе-

ig2(a-x) 

Рис. 5.9. Зависимости tg (а—х) = / ( а ) (а) и ( Ь / а ) = / ( а ) (б) при 
Д = 30°: 

1 — ^ = 0 , 2 — 0,05, 3 0,05, 2М — удвоенный уровень, Q — средний 
уровень; зависимость x=f{a) при малых значениях а , k=—0,05 (е) 
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риодом 90°. Вся кривая поднята вверх или опущена вниз 
в зависимости от соотношения знаков между Д и тс. 

Функция t g 2 ( a — х ) осциллирует около среднего 
уровня Q, определяемого выражением 

Q = 2к 
I 

1 + к^ 
tgA 

2/с 
1 + к^ 

\ 2 Л 

1 + 
1 + к" 

2к \ 2 

1 + к" 
. 2 А • 

(5.68) 

При малых значениях к получаем 

Q = к(1 + cos А) tgA, (5.69) 

Чтобы найти экстремальные значения t g 2 ( a — х ) . 
продифференцируем (5.66) по а и приравняем нулю по-
лученное уравнение. Из него найдем значения а , под-
ставляя которые в уравнение (5.66), найдем максималь-
ные и минимальные значения tg 2 (а—х). В результате 
получаем, что удвоенная амплитуда осцилляций 2М 
равна: 

t g A t g А 1 / 

2М = 

1 - к^ cos А + 2к 
1 

1 + 2к 
1 — 

cos А 

и при малых к имеем 

2М = 
(1 ^ с о з А) 

V c o s А 

(5.70) 

(5.71) 

Из полученных соотношений видно, что при увеличе-
нии к величина Q стремится к tg А, а М стремится к ну-
лю. При к = 1 , т. е. при распространении света вдоль 
оптической оси, осциллирующая кривая превращается в 
прямую линию, проходящую на расстоянии Q от оси 
абсцисс tg 2 (а—х) А. 

При малых углах а , % я малых к из (5.67) получаем 

X = «COS А —/csin А, (5.72) 
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Т. е. можно приближенно считать, что имеется линейная 
зависимость между значениями х и а при малых а . 
В этом случае 

tgu = cosA, (5.73) 

где V — угол наклона прямой х; к sin А — величина, от-
секаемая прямой X на оси у, как показано на рис. 5.9, в. 

Рассмотрим теперь эллиптичность прошедшего света 
(см. рис. 5.9, б). Найдем экстремальные значения выра-
жения для sin2Y (рис. 5.9, б). Из уравнения (5.55) по-
лучаем 

, 2 ( 1 - / с ^ ) . А 
sin 2ут = ± , , • sm — X 

1 + /с̂  2 

X l / c o s ^ - ^ + — s in^ -^ . (5.74) 

V 2 (1 + K'f 2 

При малых к имеем 

sin 2угп = ± sin А, (5.75) 
т. е. в этих случаях экстремальные значения sin 2ут не 
зависят от первой степени к. 

Угол а, при котором находится экстремальное значе-
ние ут, равен 

/ ' Л \ - ! / 2 
+ . (5.76) 

При малых к имеем а т = 45°. При а = 0 

sin 270 = (1 - cos А). 
(1 + K^f ' 

Зависимость sin2Y = f ( a ) поднята вверх или опуш;е-
на вниз в зависимости от знака к на величину 

(5.77) 
(1 + x ' f ' ^ ' 

при малых к 
Q = K ( 1 _ C O S A ) . (5.78) 

Следовательно, из уравнений (5.74) и (5.77) можно 
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ВЫЧИСЛИТЬ /с и А. При малых к из (5.75) можно опреде-
лить А, а затем из (5.78) — к. Из сравнения рис. 5.9, а 
и 5.9, в видно, что зависимость tg (2 ( а — x ) = f ( a ) более 
информативна, чем s in2Y=/(cs) . 

Посмотрим, как проявляется оптическая активность 
при исследовании интенсивности света, прошедшего че-
рез пластинку, расположенную между произвольно ори-

Рис. 5.10. Зависимость интен-
сивности света / от угла пово-
рота а пластинки при скрещен-
ных (а) и параллельных (б) 
поляризаторе и анализаторе, 

Д = 5 0 ° : 
1 —к=0- 2 — 0,3 

(5.79) 

ентированными поляризатором и анализатором. Из со-
отношения (5.57) для случая, когда поляризаторы скре-
щены, видно, что при к, отличном от нуля, зависимость 
/ х ( а ) поднята вверх, т. е. невозможно добиться полного 
погасания при повороте пластинки от О до 180° (рис. 
5.10). Из (5.57) получаем 

а L —̂  _ f _ (АПд)̂  
aj^ + c^ " (1 -{-kY (А«)2 

Отсюда для вычисления к^ имеем 

= a i + 3 c i - 2 l / 2 c j _ ( a x + C i ) .5 gQ^ 

Вычислив к из измерений при скрещенных поляриза-
торах, можно определить разность фаз А из измерений 
а и с при произвольно расположенных поляризаторе и 
анализаторе. Наиболее простые выражения получаются, 
когда поляризатор и анализатор параллельны. Тогда при 
а = р получаем 

(5.81) 
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ИЛИ, учитывая, что (aj^ — Cj^)/(aj_ + Cĵ ) = +/с^)'^ и 
2с±/{а^ 4- сх) = (1 —/сУ/(1 получаем 

cos Л CiQii — СцСх —2cxC|: (5.82) 

В случае, когда поляризатор и анализатор скрещены. 

Рис. 5.11. Схематическое представление изменения пропускания Т 
(а), азимута падающего света а^ (б) от длины волны X: 1 — оптиче-
ски активный кристалл; 2 — неактивный кристалл [26] 

ИЗ соотношения (5.57) при малых значениях а для про-
пускания Т имеем 

Т = / / / о = [к' + (1 — k W ] sln^ — = 
( 1 + к Т ^ ' 2 

где То = (1 + K^Y Ап^ 

ti 
(To + 4a2)sin2—, 

2 
An' 

(5.83) 

Пропускание Т изменяется как осциллирующая кри-
вая при изменении длины волны Л, при а = 0, как по-
казано на рис. 5.11, а [26]. Если изменять а, то Т уве-
личивается линейно по отношению к величине а^ при по-
стоянной длине волны. Если кристалл оптически актив-
ный, то прямая пересекает ординату не в нуле (рис. 
5.11, б). 

На рис. 5.12 показаны пропускание Т, азимут х> эл-
липтичность bja и состояние поляризации прошедшего 
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света в зависимости от длины волны [26]. Все эти за-
висимости определяются эллиптичностью к собственных 
волн. В неактивных кристаллах к = 0 и вместо ощилли-
рующих кривых были бы просто прямые линии. 

Таким образом, проанализированы выражения для 
Т а 

i 1 ; ; 
^ i i 

6 

' • К ' i 1 1/ \ | 1 1 / 

—^ ' ' 1 

А 
1 1 1 

1 ' ' \ ' 

\ ' /1 ' |\ i У 
1 ; j 1 ; Т 

/ \ ' А 
! ( [ 

1 1 1 —г:; 

1 1 i 1 
8 

1 1 

Рис. 5.12. Схематическое представление изменения пропускания Т (а), 
азимута прошедшего света % (б), эллиптичности прошедшего света 
( b / a ) = t g Y ("3). состояния поляризации прошедшего света (г) от 

длины волны К [26] 

азимута, эллиптичности и интенсивности света, прошед-
шего через пластинку из оптически активного кристалла 
в зависимости от поворота пластинки и от длины волны 
падающего света. 

5.8. П Р О Я В Л Е Н И Е О П Т И Ч Е С К О Й А К Т И В Н О С Т И 

В К Р И С Т А Л Л А Х П Р И Н А К Л О Н Н О М П А Д Е Н И И СВЕТА 

До сих пор речь шла о проявлении оптической актив-
ности при исследовании проходящего света, падающего 
нормально на кристалл. Ясно, что оптическая активность 
будет проявляться при исследовании отраженного света, 



5.8. Оптическая активность при отраокении 205' 

падающего как нормально, так и наклонно к пластинке. 
В общем случае при произвольном азимуте падающего 
света на прозрачный неактивный кристалл отраженная 
волна линейно поляризована. Вероятно, что оптическая 
активность должна приводить к эллиптичности отражен-
ной волны. Рассмотрим два случая, представляющие 
принципиальный интерес: отражение от изотропно-гиро-
тропного кристалла и от кристаллов планальных классов 
средних сингоний 2>т, 4mm, 6mm при наклонном падении 
света под углом ф. Приведем рещение этих задач с по-
мощью ковариантного метода [18]. 

Для изотропно-гиротропных кристаллов падающую, 
отраженную и две циркулярно поляризованные волны в 
данном случае записываем в виде 

Е = Ла + 5 Ina], Н = Л [та ] — Бпа; 

Е ' = Л'а + В'[п'а], Н ' = Л ' [ т ' а ] - В'ла; 
(5.84) 

El = Л1 (а + г [nia]), Н^ = Л1 {[mia + ["i М ] } ; 

Е2 = Л 2 ( а — i M ) , На = Л2 {[maa] — ш^[п2[ща.]]}. 

При этом Ш; = b -Ь Tiiq = «гП;, Пг = 

ее, = 

Veo + а^ ± a i 

tii 
Показатели преломления в этом случае определяют-

ся из уравнения нормалей | 

т^ = = ЕО + 2А? ± 2AI V е^ + AF , ( 5 . 85 ) 

откуда 

«1,2 ••= ЕО + А? ± AI. ( 5 . 8 6 ) 

Учитывая, что m? = a^ + Ti?, получим 

П1,2 = V ВО - А^ + 2А? ± 2AI VRG + « I . (5 .87 ) 

Подставляя выражения для Ег, Н; в граничные усло-
вия (1.27), (1.28), получим два векторных уравнения: 

(Л + Л') а -I- В [па] + В' [п'а] - {А, -f Л^) а -
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— i A [ n i a ] + iA^ln^a] = 0; 
( 5 . 8 8 ) 

А [ma] + А' [m'a] — Впа — В'па — А^ [т^а] — Лз [Щга] — 

— irti^i [Hj [nia]] + in^A-i [щ [паЗ]] = 0. 
Поступая так же, как было сделано при решении за-

дачи об отражении света от одноосных прозрачных кри-
сталлов [18], а именно умножая второе уравнение на 
векторы т , mi и а, а первое уравнение на Ь, получим си-
стему из четырех уравнений (здесь, как и раньше,-учте-
но, что [mims] = (tik —Т1,)а): 

2Л'г) 4- Лх (Tji - Г]) + Лз (% - 11) = 0; 

А{г\ — 111) - А' (Т1 -Ь T]I) — А, (Г], — RII) = 0-, 
( 5 . 8 9 ) 

(В + В') п - in^A-, + in^A^ = 0; 

п п щ 

Решая эту систему уравнений, получаем значения 
для амплитуд отраженной и преломленных волн в виде 

_ aafA — ibafB 
~ — + + , 4 - 4 - ' ajaj + ajaj 

( 5 . 9 0 ) 

aafA -f ibafS 
at at + at at 

A' = — 

_ a [ ( % - 1 1 ) a t + ( ^ 2 — л ) 11)^4 — ( Л г — л ) ^ з ] Я 

2г1 ( a ^ a t + a t a t ) 

_ b [n^ataT + niutaV] В + ia (паа^а? — n^ataT) A 
2гт1П^ц {at at + at at) 

( 5 . 9 1 ) 

г д е a = 2r\, b = af = щ {щ] ± л^п^ )̂, af = (TII i 
± T)), a f = rii (T)/I | ± Т)ЗП'), a f = ± Л ) . 

Это точные решения граничной задачи. Запишем при-
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ближенные решения, пренебрегая различием показате-
лей преломления и различием в ti i и T12 во всех членах, 
кроме членов, где имеется разность этих величин. Это 
возможно, так как «i является малой величиной по 
сравнению с ее. В этом случае, приближенно считая ni = 
= Л2«По, 1 1 1 = Л 2 = т 1 о = У е о — и з (5.90), (5.91) полу-
чаем 

Л' = л + = р,А + 
^ + % + + 

В ' ^ в + (5.92) 
Tim + 

^ . [(П2 — ni){nW — Уг^т]^)+(П1+П2) (niT]2 — nlr\^)] ^ ^ 
nni (т) 4- Tli)(Tl/l? + Tiin^) 

= фаЛ -f q^B] 

= i — ^ S; 
(TJo + n) (поП + ЛоЛ') 

^ ^ I i Д 
(^o + n) (ПоТ] + По"-') 

(5.93) 

Видно, что эти выражения переходят в решения для 
изотропных сред, если положить везде точно T]I=TI2, 
Л1 = П2- Кроме того, нужно учесть, что в случае изотроп-
ных сред преломленная волна записывается в виде Е з = 

ДзаЧ-Бэ[па], т. е. состоит из суммы Е1 + Е2:, при этом 
Л з = Л 1 + Л 2 , 6 3 = 1 ( ^ 1 — ^ 2 ) . 

Отношение г'=А'1В' определяет азимут и эллиптич-
ность отраженной волны ( г о = Л / В ) : 

(5.94) 
ф2'"о + Qi 

Видно, что в гиротропных кристаллах отраженная волна 
эллиптически поляризована в отличие от изотропного 

кристалла, в котором г'=-—Го. В гиротропных кристал-
Я2 

лах для случаев, когда свет поляризован в плоскости 
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падения (/4 = 0) или перпендикулярно плоскости падения 
(В — О), имеем tg 2x i i= tg 2 x j . = 0 , т. е. азимут отражен-
ной волны не изменяется по сравнению с падающим, но 
волна при этом эллиптически поляризована. Так, при 
Л = 0 из формул (5.92) получаем 

_ (ill — 112) iini" 
2(11 + %)(iini — тци') 

или, пренебрегая квадратичными членами по а ь и учи-
тывая, что 'п = п с о 5 ф (ф — угол падения), имеем 

а По (1) + По){щ1 — 11о'г') 

Видно, ЧТО эллиптичность отраженной волны пропорцио-
нальна компоненте псевдотензора гирации gfui т. е. пол-
ностью определяется оптической активностью кристалла. 

Рассмотрим теперь, как проявляется оптическая ак-
тивность при исследовании кристаллов планальных 
классов средних сингоний (Зт, Атт, бтт) не только в 
отраженном, но и в проходящем свете при наклонном 
падении. Кристаллы этих классов имеют полностью 
антисимметричный тензор, поэтому при нормальном па-
дении эти кристаллы по поляризации прошедшей и отра-
женной волн не отличаются от неактивных кристаллов. 
Из табл. 5.3 видно, что у них G = 0 . Поэтому часто кри-
сталлы этих классов вообще считают оптически неактив-
ными. По-видимому, впервые Фохт [19] указал на нали-
чие активности в этих кристаллах. Несмотря на это, в 
таких монографиях, как [14, 23], кристаллы классов Зт, 
Атт, 6mm считались неактивными. И только благодаря 
работам Ф. И. Федорова [18], в которых оптическая ак-
тивность рассматривается как общее явление, а не про-
сто вращение плоскости поляризации, кристаллы пла-
нальных классов средних сингоний считаются оптически 
активными. 

Выражения для двух волн, распространяющихся в 
кристаллах, можно записать в виде ( ao=g i2 /« ) 

Ео = Ао [сто), Но = Ао (ЕОС + /«onio); 
(5.96) 

Ее = А^ (8оС -f /осоШо), Не = A Ŝo [стЛ-
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Из этих выражений видно, что поляризация волн в 
кристаллах необычна. Вектор Ео обыкновенной волны 
поляризован линейно, как в неактивном кристалле. У не-
обыкновенной волны вектор Ее поляризован эллиптически,, 
но при этом эллипс перпендикулярен волновому фронту. 
При исследовании таких кристаллов при нормальном па-
дении члены, пропорциональные активности, не дают 
никакого вклада в поляризацию падающего или отра-
женного света. Посмотрим, как проявляется активность 
при наклонном падении света. 

Для простоты рассмотрим случай, когда оптическая 
ось в кристалле расположена параллельно границе раз-
дела и перпендикулярно плоскости падения. Решая гра-
ничную задачу таким же образом, как и раньше, полу-
чим для азимута и эллиптичности отраженной волны 
без учета многократных отражений [27]: 

tg = tg X !1 0; 

( Ь \ 1 : 
[ а ) 

1 

l b , 
[al 

gi^n^n sin^ ф 
; (Т1 — (8оТ] + n t̂io) 

gi^n^y] sin ф 

(5.97> 

« (л + lie) (ЕоЛ — "^Ло) 
Для азимута прошедшего света имеем 

2gi2»^i1o (л + Пе) sin А sin ф 
Ще «'Ло)' 

tg = 

tg5Cii = 

2nd 

2gi2"e (воЛ + "^Ло) sin А sin ф 
"TloEo (л + Tle)̂  

(5.98> 

где А = —-—(rig — Tio), Г] = n cos ф, rio,e =Уео,е—'г^sin^ф. 
к 

При ф —О, т. е. при нормальном падении света, дей-
ствительно оптическая активность в кристаллах пла-
нальных классов не проявляется. При исследовании от-
раженного света видно, что азимут остается без измене-
ния, но свет оказывается эллиптически поляризованным.. 
Поскольку в знаменателях выражений (5.97) стоят чле-
ны (т1—г|е) и ( e o i T ) — т о , очевидно, подбирая пока-
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затель преломления среды, окружающей пластинку, 
близким к показателям преломления кристалла, можно 
добиться, чтобы эллиптичность отраженного света уве-
личилась. Таким образом, видно, что кристаллы пла-
нальных классов проявляют оптическую активность свое-
образно и только при наклонном падении. 

5.9. П О Г Л О Щ А Ю Щ И Е О П Т И Ч Е С К И 

АКТИВНЫЕ К Р И С Т А Л Л Ы 

До сих пор речь шла о прозрачных оптически актив-
ных кристаллах. Но все кристаллы в той или иной обла-
сти спектра обладают поглощением. Они могут содер-
жать примеси переходных металлов, имеющих различ-
ные спектры поглощения [28—30]. Редкоземельные эле-
менты дают ряд узких полос поглощения [31, 32]. При 
облучении в кристаллах возникают дефекты, из-за кото-
рых также могут появляться полосы поглощения [33]. 
Очевидно, что кристаллы, обладающие оптической ак-
тивностью, в то же время могут быть и поглощающими. 
Посмотрим, каким образом проявляется оптическая ак-
тивность в таких кристаллах. Остановимся на слабопо-
глощающих кристаллах, которые можно наблюдать в 
проходящем свете. 

В поглощающих кристаллах, как было показано в 
главе 4, вводится комплексный тензор диэлектрической 
проницаемости: 

е = е' + т" . (5.99) 

Для описания поглощающих оптически активных 
кристаллов, кроме комплексного тензора диэлектриче-
ской проницаемости, необходимо ввести также комплекс-
ный тензор гирации [34]: 

а = а ' + ta"; 
(5.100) 

ёь} = g'ii + '^iih 
причем действительная часть тензора гирации а ' описы-
вает циркулярное двупреломление, а мнимая часть <х" 
описывает циркулярный дихроизм. 

В оптически активных поглощающих кристаллах по-
казатели преломления волн определяются, как и для 
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прозрачных кристаллов, из уравнения нормалей: 

{N^ - Nli){N^ — Nl2) = G^ (5.101> 

где Л ь̂ 2=="ь 2+t>ci,2—комплексные показатели прелом-
ления; пь2—показатели преломления; xi,2 — коэффици-
енты поглощения; — показатели преломления а 
отсутствие оптической активности; G — скалярный па-
раметр гирации, который определяется выражением (5.6),, 
только теперь нужно учитывать, что G также является 
комплексной величиной: 

G = G' + jG". (5.102) 

Уравнение (5.101) имеет следующее решение: 

N'.2 = у {(iV 0̂l + Л̂ 'о2) (5.103> 

из которого можно получить приближенное соотношение 

или 
= АЛ̂ ^ + АЛ/ц, (5.104). 

причем AN = Ап + /Ах, ANj, = Ал^ + ^Л'ц ^ + 
-f (Ахц, где А/г, Ап ,̂, Апц — эллиптическое, линейное и 
циркулярное двупреломления, а Ах, Ах,,, АХц — значения 
соответствующих дихроизмов. » 

Термины циркулярное двупреломление и циркуляр-
ный дихроизм используются при исследовании изотроп-
ных сред, где собственные волны действительно являют-
ся циркулярными. Циркулярный дихроизм — явление, 
описывающее различие поглощения распространяющих-
ся в кристалле лево- и правоциркулярно поляризованных 
волн, действительно наблюдается в этих средах. В кри-
сталлах в направлениях, отличных от направления опти-
ческой оси, собственные волны являются эллиптически-
ми и можно говорить об эллиптическом двупреломлении 
и эллиптическом дихроизме. Но в настоящее время при-
нято двупреломление, связанное с действительной частью 
компонент тензора гирации, называть циркулярным дву-
преломления. Точно так же дихроизм, связанный с мни-
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МОЙ частью компонент тензора гирации, называется 
циркулярным дихроизмом. 

Соотношение (5.104) является обобщением известно-
го принципа суперпозиции двупреломлений ["24] для 
поглощающих оптически активных кристаллов. Для кри-
сталлов в направлениях, отличных от направлений опти-
ческих осей, где линейные эффекты больше циркуляр-
ных, получаются приближенные соотношения: 

Ап^ = Дпл + 

Ли^ = Ахл + Ахц. 

В таком виде они справедливы в менее широкой обла-
сти, чем (5.104), и были получены в [35, 36]. 

В изотропных веществах или в направлении оптиче-
ской оси кристаллов Noi = No2 и тогда для «комплексных 
показателей преломления» получаем 

N1-2 = Nil ±G. 
формально ввести Можно тогда 

щение»: 

Ф = р -f i£ 

(5.105) 
комплексное вра-

= ^ [С + iG"l = 
X 

л 
Т (и+ — п_) ч-

п (5.106) 

Величина р характеризует оптическое вращение, а 

+ i —{>«+-
к 

'Х, мкм 

Рис. 5.13. Изменения угла поворота плоскости поляризации р и цир-
кулярного дихроизма 0 в непосредственной близости от изолирован-
ной полосы поглощения (идеальный случай) для положительного эф-

фекта Коттона, %h — изолированная полоса поглощения [5] 
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0 — циркулярный дихроизм, в случае слабопоглощаю-
щих кристаллов величина 9 характеризует эллиптичность 
прошедшего света, а р — поворот большой оси эллипса 
поляризации прошедшего света. Поэтому говорить о 
вращении плоскости поляризации можно только услов-
но, учитывая, что эллиптичность вышедшего света мала. 

При наблюдении вращения плоскости поляризации в 
полосе поглощения может наблюдаться аномальный ход 
(эффект Коттона [37]). Для примера на рис. 5.13 при-
ведены значения р и О для кристалла с изолированной 
полосой поглощения с максимумом при длине волны Хк. 
Параметры р и 0 связаны между собой как действитель-
ные и мнимые части тензоров е' и е " и величины п и 
к — дисперсионными соотношениями Крамерса—Крони-
га. Для изотропных сред по аналогии пишутся соотно-
шения [37] 

я 
(5.107) 

пХ f Л' 

где интеграл понимается в смысле главного значения. 
Изучение оптических свойств кристаллов начинается 

с исследования собственных BOJiH, т. е. тех волн, кото-
рые проходят через кристалл, не изменяя своей поляри-
зации. Получить выражения для эллиптичностей собст-
венных волн в поглощающих оптических активных кри-
сталлах можно обычным образом, но они в общем виде 
оказываются громоздкими, поэтому мы здесь не будем 
их приводить. Остановимся только на полученных ре-
зультатах. 

Как было показано, в прозрачных оптически актив-
ных кристаллах и в поглощающих неактивных кристал-
лах собственные волны ортогональны, эллиптически по-
ляризованы; в оптически активных кристаллах обраще-
ние по эллипсам противоположное, а в поглощающих — 
в одну сторону. Главные оси эллипсов совпадают с на-
правлениями колебаний в таком же, но неактивном про-
зрачном кристалле. В кристаллах, обладающих одно-


